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Abstract

In this memoir, we present some recent works, regrouped in two main themes. The first theme is
control theory for partial differential equations. The second one is the study of systems coupling a
structure and a fluid.

The first part of this memoir regroups Chapters 2 and 3. It concerns control theory for some partial
differential equations of parabolic and dispersive type. A big part of it will be dedicated to the singular
optimal control, that is to say, to the control of a partial differential equation (parabolic or dispersive in
our case) in a uniform way with respect to some parameter which will tend to zero.

In Chapter 2, we study the control of the transport equation in any dimension with the help of the
controllability of a transport-diffusion equation with vanishing viscosity. Depending of the size of the
final time of evolution, we can prove some results of convergence, or explosion, of the cost of the null
controllability of this equation.

In Chapter 3, we study some dispersive equations. First, we consider again the transport equation
as a limit of a dispersive equation when the dispersion parameter goes to zero. Then, we consider a
diffusive-dispersive approach. In both situations, we establish some convergence and explosion results for
the cost of the null controllability of the perturbed equations as the parameters go to zero. Then, we
consider the Korteweg de-Vries equation in a bounded interval. We prove the existence of a countable set
of critical lengths out of which we have the exact local controllability when the control acts on the right
endpoint. Finally, we have studied the Korteweg de-Vries equation of order 5 which, as far as we know,
had not been considered from the point of view of controllability. We prove a local exact controllability
result.

The second part of this memoir concerns control theory for some systems of partial differential
equations of parabolic type.

In Chapter 4, we study the insensitizing problem associated to a parabolic equation. We extend
some results for different functionals. We also consider the situation of a general coupling between two
parabolic equations.

In Chapter 5, we analyze the insensitizing problem for the Stokes system. This problem had been
introduced by J.-L. Lions. Here, we prove the existence of insensitizing controls for several functionals.
Finally, we deal with the case of a general coupling of two Stokes equations.

In Chapter 6, we study the controllability of the system of micropolar fluids, as well as the control-
lability of the Boussinesq system. We extend here the results obtained by A. V. Fursikov et O. Yu.
Imanuvilov.

The third part of this memoir, which regroups Chapters 7 and 8, concerns control theory for some
equations arising from fluid mechanics.

In Chapter 7, we regroup some controllability results for the Burgers equation. First, we present
two negative results, telling that the Burgers equation is not null controllable when we control on one
endpoint. Then, we establish a global controllability result towards non-vanishing constants.

In Chapter 8, we study some controllability properties for the Navier-Stokes system with few scalar
controls. The goal of this part of the memoir is to extend some previous works produced during my PhD.
We first consider the case of Dirichlet boundary conditions, for which we have to restrict ourselves to
the Stokes system. Then, we study the case of the torus.

The forth and last part of this memoir concerns the study of some systems coupling an elastic solid and
a compressible fluid. In both situations, the fluid equation is governed by the compressible Navier-Stokes
equations.

In Chapter 9, we study the coupling between a rigid body and a compressible fluid, in dimension
three. First, we show the local existence of regular solutions. Then, we establish some a priori estimates
independently of the final time, which allow us to obtain the global existence and the uniqueness of
regular solutions by applying a fixed-point argument.

In Chapter 10, we analyze the coupling between an elastic structure and a compressible fluid, in
dimension three and with no regularizing term in the elasticity equations. We first establish some regu-



larity properties for an associated linear problem and then we show the local existence of a solution for
the complete system.

The state of the art of the control of partial differential equations of parabolic type is presented in
[46]. In particular, some results obtained during and after my PhD are studied in that reference.

In every chapter we have presented some open problems. The papers corresponding to the works

contained in this memoir can be found on my personal web page at Laboratoire Jacques-Louis Lions
(http://www.ann. jussieu.fr/~guerrero).
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Présentation

Dans ce mémoire, nous présentons quelques travaux autour de deux thématiques principales : la
théorie du controle des équations aux dérivées partielles et ’étude de systemes de couplage entre un
solide et un fluide.

La premiere partie de ce mémoire regroupe les Chapitres 2 et 3. Elle concerne la théorie du controle
pour quelques équations paraboliques et dispersives. Une partie importante sera consacrée a ce que
Pon appelle le controle optimal singulier, consistant a controler une équation aux dérivées partielles (en
Pocurrence parabolique ou dispersive) de fagcon uniforme par rapport & un parametre qui est destiné a
tendre vers zéro.

Dans le Chapitre 2, nous étudions le controle de I’équation de transport en toute dimension par
I'intermédiaire de la controlabilité d’une équation de transport-diffusion avec viscosité évanescente. En
fonction de la taille du temps final de I’évolution par rapport a la vitesse du transport, nous y démontrons
des résultats de convergence et d’explosion du cout de la contrélabilité a zéro de I’équation de transport-
diffusion.

Dans le Chapitre 3, nous nous intéressons au controle de quelques équations dispersives. Dans un
premier temps, nous étudions a nouveau 1’équation de transport comme limite d’une équation dispersive
lorsque le parametre de dispersion tend vers zéro. Ensuite, nous considérons une approche de type
diffusive-dispersive. Dans les deux, nous établissons des résultats de convergence et d’explosion du cott
de la controlabilité & zéro des équations perturbées lorsque les parametres de dispersion ou/et diffusion
tend/-ent vers zéro. Deuxiémement, nous considérons I’équation de Korteweg de-Vries sur un intervalle
borné. Nous démontrons I’existence d’un ensemble dénombrable de longueurs critiques en dehors duquel
nous avons le controle exact local lorsque 1’on controle la trace a I'extremié droite de I'intervalle. Enfin,
nous nous sommes intéressés a I’équation de Korteweg de-Vries d’ordre 5 qui, a notre connaissance,
n’avait pas était traitée du point de vue de la controlabilité. Nous y établissons un résultat de controle
local pour tout temps.

La deuxieme partie de ce mémoire concerne la théorie du controle pour quelques systéemes d’équations
aux dérivées partielles de type parabolique.

Dans le Chapitre 4, nous étudions le probleme de 'insensibilisation d’un probleme de type parabo-
lique associé a I’équation de la chaleur. Nous étendons certain résultats valables pour la fonctionnelle
consistant & prendre la norme L? de I’état & d’autres fonctionnelles. Le cas du couplage de deux équations
paraboliques générales est aussi considéré.

Dans le Chapitre 5, nous analysons le probleme de l'insensibilisation pour le probleme de Stokes,
qui avait était introduit par J.-L. Lions. Nous y démontrons des résultats d’insensibilisation associés a
de différentes fonctionnelles. Enfin, nous traitons le cas du couplage de deux équations de type Stokes
générales.

Dans le Chapitre 6, nous nous intéressons a 1’étude de la contrélabilité des fluides micropolaires ainsi
qu’a la controlabilité du systeme de Boussinesq. Nous étendons les résultats obtenus par A. V. Fursikov
et O. Yu. Imanuvilov.

La troisieme partie du mémoire, qui regroupe les Chapitres 7 et 8, concerne la thérie du controle pour
quelques équations issues de la mécanique de fluides.

Dans le Chapitre 7, nous regroupons quelques résultats autour de la controlabilité de ’équation de
Burgers. Dans un premier temps, nous présentons deux résultats négatifs de controlabilité, affirmant
en particulier que I’équation de Burgers n’est pas globalement contrélable a zéro lorsque 'on agit sur
I'une des deux extrémités du bord. Ensuite, nous établissons un résultat global de controle exact vers les
constantes non-nulles.

Dans le Chapitre 8, nous étudions quelques propriétés de controlabilité du systeme de Navier-Stokes
avec un nombre réduit de controles. L’objectif de ce travaux est d’étendre quelques résultats obtenus
lors de ma these. Nous considérons d’abord le cas des conditions au bord de type Dirichlet, ot on doit
se restreindre au cas du systeme de Stokes. Ensuite, nous étudions le cas du tore.

La quatrieme et derniére partie de ce mémoire concerne ’étude de quelques systémes de couplage
entre un solide élastique et un fluide compressible. Dans les deux cas, le fluide sera modélisé par les
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équations de Navier-Stokes compressibles.

Dans le Chapitre 9, nous nous intéressons au couplage d’une structure rigide et un fluide compressible,
en dimension 3. Dans un premier temps, nous démontrons ’existence locale de solution réguliere. Nous
établissons ensuite des estimations a priori indépendamment du temps final d’évolution, ce qui nous
permet d’obtenir I'existence globale et I'unicité de solutions régulieres a I'aide d’une méthode de point
fixe.

Dans le Chapitre 10, nous analysons le couplage entre un solide élastique et un fluide compressible,
en dimension trois et sans terme régularisant dans 1’équation de 1’élasticité. Nous étudions d’abord
quelques propriétés de régularité pour le probleme linéarisé pour passer ensuite au probléme non linéaire
et démontrer 'existence locale de solution.

L’état de l'art sur le controle d’équations paraboliques est présénté dans [46]. En particulier, une
partie des résultats obtenus durant et aprés ma thése sont étudiés dans cette référence.

Dans chaque chapitre nous avons posé quelques problemes ouverts. Les articles correspondants aux
chapitres suivants sont disponibles sous forme électronique sur ma page personnelle du Laboratoire
Jacques-Louis Lions (http://www.ann. jussieu.fr/~guerrero). Nous y renvoyons le lecteur qui sou-
haite les obtenir individuellement.
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Chapitre 1

Introduction générale

Dans cette partie, nous donnons quelques éléments introductifs sur les deux thématiques traitées dans
ce mémoire, a savoir, la théorie du contréle et I'intéraction entre un fluide et une structure.

1.1 Problémes de controle

Un probléeme de controle est une équation d’évolution munie d’'un parametre dépendant du temps
et qui peut agir sur le systeme dans le but de changer son comportement. La plupart des problemes
de controle peuvent étre analysés a travers un modele mathématique qui décrit le systeme physique
considéré a travers I’équation d’état

L(y) = f(v). (1.1)

Dans cette équation y est 1’état, c’est-a-dire, la variable qui nous fournit de I'information sur le systeme
et v est le controle, que 'on peut choisir dans un ensemble de controles admissibles U, q4.

En pratique, (1.1) est une équation ou un systéme fonctionnelle (intégral, différentiel ordinaire, aux
dérivées partielles,...), qui peut éventuellement étre complété par des conditions initiales et au bord.

Controler le systéme (1.1) est trouver v € Ugq tel que la solution de (1.1) satisfasse un objectif donné.
Si un tel controle existe, on dit que le systeme est controlable.

Dans les trois premieres parties de ce mémoire, nous considérons des problemes de controle associés
a quelques équations aux dérivées partielles. Nous décrivons maintenant quelques problemes de contréle
classiques :

e Controlabilité approchée : on se donne deux états yo (état initial) et y; (état final) du systeme et
un temps 7' > 0. Existe-t-il un controle v tel que la solution de (1.1) approche arbitrairement la cible y;
a linstant t =17

e Controlabilité & zéro : soit yo un état et T > 0. Existe-t-il un contréle v tel que la solution de (1.1)
atteigne la cible 0 & 'instant ¢t =T 7

Si |lyol| est petit, on dira que l'on a la controlabilité locale & zéro.

e Controlabilité exacte : avec les mémes données que dans la notion de controlabilité approchée,
existe-t-il un controle v telle que la solution de (1.1) partant de yo atteigne la cible y; a Uinstant ¢t = T' 7
Si |lyol| et ||y1| sont petits, on dira que l'on a la contrélabilité locale exacte.

e Controlabilité exacte vers les trajectoires : soit yo un état, T' > 0 et (g, 7) une trajectoire de (1.1).
Existe-t-il un controle v tel que la solution de (1.1) partant de yo atteigne la cible g(T") a Uinstant t = T'?
Si ||lyo — 7(0)]| est petit, on dira que l'on a la contrélabilité locale exacte aux trajectoires.

Dans ce mémoire, on montrera de nouveaux résultats de controlabilité exacte pour quelques problemes
linéaires, ainsi que quelques résultats de controlabilité locale exacte aux trajectoires de quelques systemes
nonlinéaires.

Beaucoup de progres ont été faits ces dernieres années dans le cadre de la controlabilité des équations
paraboliques. Dans un premier temps, tant que les conditions aux limites sont de type Dirichlet, la



controlabilité & zéro du systeme

yr — vAy =vl, dans |0, T[x€,
y=0 sur ]0, T[x 99, (1.2)
y(0) = wo dans 2

a été démontrée, d'une part par Lebeau et Robbiano dans [84] et d’autre part par Fursikov et Imanuvilov
dans [52] en utilisant une méthode qui peut s’adapter a des systémes plus généraux reposant sur des
inégalités de Carleman globales. Ce type d’inégalités constitue une estimation tres importante du point
de vue de la controlabilité. Plus précisément, les inégalités globales de Carleman impliquent en particulier
I'observabilité pour le probleme adjoint associé au probleme de controle linéaire et il est bien connu que
Pobservabilité du probleme adjoint entraine la contrélabilité a zéro.

Dans [108], 'auteur résout pour la premiere fois la contrélabilité d’un systéme nonlinéaire, a I’aide
d’un argument de point fixe. Depuis, des avancées fructueuses ont été faites dans ce domaine. Un exemple
est le travail [40], qui démontre la contrélabilité approchée du systéme de réaction-diffusion nonlinéaire

yr — vAy + f(y) =vl, dans]0,T[xS,
y=0 sur 10, T[x 09, (1.3)
y(0) = o dans Q.

Dans [51], E. Ferndndez-Cara et E. Zuazua ont étudié la controlabilité & zéro du systéme (1.3) avec
non linéarités “explosive”. En fait, pour des f satisfaisant

lim ————— =0,
lsl—oc slog®2(1 + |s|)

ils démontrent que le systéme (1.3) est controlable & zéro.

Dans ce mémoire, nous considérons une équation de la chaleur comme (1.2) avec un terme de trans-
port. Nous étudions le cott de la controlabilité de ce systeme lorsque le parametre de diffusion v tend
vers zéro (voir [26] et [69]).

Dans un régime dispersif, nous considérons le systeme de KdV suivant (L > 0) :

Yt + €Yz + Yo +YYz =0 dans ]0, T[x]0, L],
Yjo=0 = Yz|z=L = Yjz=L = 0 dans }07[/[7 (15)
Ylt=0 = Yo dans |0, L.

Plusieurs problemes de controle associés & (1.5) ont été étudiés de maniere intense ces derniéres années ;
voir en particulier [99] et [103]. Des différentes situations ont été considérées : le cas ou les trois conditions
au bord sont contrdlées [102], le cas avec un seul contréle Neumann (voir, par exemple, [99], [25], [16]

t [17]), le cas avec un contréle Dirichlet & gauche (voir [101] et [57]) et le cas d’un contréle additionnel
dans le membre de droite [20].

Dans le méme cadre que [101] (le contréle agit en z = 0), nous avons considéré I’équation linéarisé
en 0 avec un terme de transport additionnel. Nous avons démontré des résultats de contrélabilités a zéro
lorsque le parametre de dispersion € tend vers zéro (voir [57]).

Le résultat que 'on a obtenu dans le cadre d’un controle de type Dirichlet en x = L peut étre comparé
& celui présenté dans [99] lorsque le controle agit sur la condition de Neumann & droite. Plus précisément,
nous démontrons l'existence d’un ensemble dénombrable de longueurs critiques en dehors duquel on a la
controlabilité exacte locale du systéme (1.5) (voir [60]).

La controlabilité de systemes de type Navier-Stokes a été aussi tres étudiée ces derniers temps.
Quelques résultats concernant la contréolabilité approchée ont été démontrés par Coron [23], Fabre [39]
et Lions et Zuazua [89]. En ce qui concerne la controlabilité exacte pour les équations de Navier-Stokes
avec conditions au bord de type Dirichlet, le seul résultat positif était dit & Imanuvilov. Dans [76], il



montre la controlabilité exacte locale aux trajectoires du systeme de Navier-Stokes avec conditions aux
limites de type Dirichlet :

ye — Ay + (y,V)y+ Vp=wvl, dans]0,T[xQ,

V-y=0 dans ]0, T[x€, 1.6)
y=20 sur |0, T[x 092, '
y(0) = ¢° dans Q.

Ce résultat a été étendu dans [49] & des trajectoires moins régulieres, en simplifiant la preuve présentée
dans [76]. L’approche présentée dans le travail [49] n’était pas encore satisfaisante, notamment pour
traiter des problemes de type Stokes couplés. Dans les deuxieéme et troisieme parties de ce mémoire on
utilisera une amélioration de ce résultat, qui a été introduite dans [67]. En particulier, ceci nous permettra
de controler le systeme de Stokes tridimensionnel avec deux controles scalaires distribués dans n’importe
quel ouvert & lintérieur de Q (voir [27]).

1.2 Problémes d’intéraction fluide-structure

La motivation de I’étude de problemes d’intéraction fluide-structure est tres diverse : modélisation,
étude théorique, étude numérique. Ce type de probléemes interviennent dans beaucoup de phénomeénes
physiques o1 une structure (rigide ou élastique) intéragit avec un fluide, notamment dans I’aérodynamique.
Ces situations correspondent au cas ot un solide (avion) est immergé dans un fluide mais on peut aussi
considérer le cas ot un fluide évolue a l'intérieur d’une paroi déformable.

Nous présentons le probleme mathématique dans le cas générale d’une structure élastique, qui est
libre de se déplacer a 'intérieur du fluide (translation et rotation) ainsi que de se déformer. Tant le fluide
que le solide se trouvent a l'intérieur d’une cavité fixe bornée ) assez réguliere.

On note Qs(0) le domaine occupé par le solide & l'instant initial et Qp(0) := @\ Qg(0) le domaine
occupé par le fluide a I'instant initial. On suppose que 25(0) n’intersecte pas 9. La position x & I'instant
t d’une particule qui se trouvée en y a 'instant initial est donnée par

T = XS(t707y)7

ol Xg est un flot défini sur Qg(0). Le mouvement solide se décompose en un mouvement rigide et un
mouvement élastique :

XS(tv an> = a(t) + Q(t)(y - aO) + Q(t)f(t7y)v Vy € QS(O)v vt € [OaT]a

ou a est le vecteur de translation, @) est la matrice de rotation, £ est le vecteur de déformation élastique
et ag est le centre de gravité a I'instant initial. La matrice de rotation est déterminée par un seul vecteur
w:
QMO 'y =w(t) Ny, Yy € R

A chaque instant, le solide occupe le domaine Qg(¢) := Xg(t,0,25(0)) et le fluide occupe le domaine
QF(t) =0 \ Qs(t).

Dans la quatrieme partie de ce mémoire nous nous intéressons a ce type de couplage lorsque le fluide
est visqueux et compressible. Son mouvement sera régi par les équations de Navier-Stokes compressibles :

O(pu) + div(pu @ u) — div(o(u,p)) =0 dans Qp(t),

o(u,p) := pVu+ ((u+ p')div(u) — p)Id.

Ici, les coefficients de viscosité vérifient p > 0 et 2u 4 3’ > 0. On se placera dans le cadre barotropique,
ol le pression p ne dépend que de la densité p.
La densité volumique du fluide p suit la loi de conservation de la masse :

Op + div(pu) =0 dans Qp(t).



Dans le cas d’un solide rigide, les équations du mouvement de la structure sont données par

ma = / (2ue(u) + 1/ (V - u)Id — pId)ndy,
— (1.7)
Jo = (Jw) hw+ / (z —a) A ((2ue(w) + 1/ (V -w)Id — pId)n) dv,
695(15)

ou le tenseur J est donné par
sop-o= | o Pos(AQEN) - (A QW) dy b be B
Q5(0

Ici, po,s > 0 désigne la densité initiale de la structure.
Dans le cas d’un solide élastique, les équations sont

e — V- (2Xe(&) + N (V- €)Id) = 0 dans (0,T) x Q5(0),

ouA>0et N >0.

Dans tous ces cas, ces équations sont complétées par des conditions de couplage. L’intéraction entre
le fluide et la structure s’exprime a travers la continuité des vitesses a U'interface et des tenseurs du fluide
et du solide appliqués a la normale.

Pour une déduction rigoureuse de ces équations, on renvoie le lecteur a la these de Boulakia [9].

Pour une étude detaillée de la littérature de problemes d’intéraction fluide-structure, on renvoie le
lecteur aux introductions des Chapitres 9 et 10.






Chapitre 2

Controle optimal singulier pour une
équation de transport-diffusion

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléeme de la contrélabilité uniforme d’une équation de
transport-diffusion avec viscosité évanescente.

A ce jour, I’équation de transport est tres bien comprise. Dans cette partie du mémoire nous considérons
cette équation en dimension N > 1 sur un domaine régulier et borné et avec un coefficient M (t, z) € RV
dépendant des variables temporelles et spatiales.

L’équation parabolique associée avec viscosité évanescente est donnée par

yr + M(t,z) - Vy —eAy =0, (2.1)

qui approche de fagon naturelle I’équation de transport lorsque € > 0 est petit.

On sera intéressé par le probleme de la controlabilité a zéro de cette équation, avec un controle
distribué dans un petit ouvert w CC €2 ou sur une petite partie du bord I' C 99.

L’objectif principal de cette section est d’étudier le comportement du cotit de cette controlabilité par
rapport a €, en le comparant avec la solution du probleme de transport associé.

Dans un cadre ondes-chaleur, un probléme similaire a été étudié dans [92]. Les auteurs ont montré
que la controlabilité a zéro de ’équation de la chaleur peut étre obtenue comme limite singuliere des
propriétés de controle exacte des équations d’ondes dissipatives :

uy — Au + euy = vl,,.

Dans ce travail, les auteurs considerent des conditions au bord homogenes de type Dirichlet et w est un
voisinage d’une partie du bord -, qui doit étre suffisamment grande pour pouvoir appliquer la technique
de multiplicateurs permettant d’avoir le controle exact de ’équation des ondes (voir [86]).

Pour étre plus précis sur le probléme que 'on étudie, on consideére I’équation parabolique (2.1)
complétée avec condition au bord de type Dirichlet controlée et avec une condition initiale :

Yy + M(t,x) - Vy—eAy =0 dans |0, T[x£,
y=wvlr sur |0, T[x 09, (2.2)
Ylt=0 = Yo dans €,

ott yo € H™YQ) et M € L=(0,T;W1>(Q)V). Pour chaque ¢ > 0, on sait (voir [52]) qu'il existe

v e L*0,T; H/2(09)) tel que la solution de (2.2) satisfait y(T,x) = 0 pour tout = € . Appelons
Ul(e, T, M,yo) Pensemble de tous ces controles. Le cofit de cette observabilité est défini par

K(e, T, M) := sup  Amin{[|v]| 20, 7,m-1/2(00)) v € U(e, T, M, yo)}}- (2.3)
HyOHHfl(Q)Sl



2.2 Reésultats d’explosion du coiit

e Pour mieux illustrer le probléme, considérons d’abord le cas N = 1, Q :=]0,1[, M > 0 constant et
I' := {0}. Pour I"équation de transport associée ((2.2) avec € = 0), il est clair que la solution ne sera
jamais (quelque soit le choix du contrdle) identiquement nulle au temps ¢ = T lorsque T' < 1/M. De
plus, on peut démontrer que

lim K(e,T,M) =400 quand T < 1/M

e—0*t

(voir Proposition 1 dans [26]). En étant plus précis, on peut donner une borne inférieure de K (e, T, M).
L’estimation suivante est démontrée dans [26] :

Théoréme 1. [l existe C > 0 tel que pour toute >0, T >0 et M >0, on a

5_3/2T_1/2M1/2
14+ M3e=3

M
K(e,T,M)>C exp{zg(l—TM) —w%T}.

La preuve de ce théoreme est basée sur des techniques d’analyse harmonique.
e Dans le cas général, on introduit les trajectoires associées a M :

{ %X(tvto,xo) = M(X(t,to,xo),t),

(2.4)
X (o, t0, 20) = xo.

pour tout zo € RY et tous ¢,tg > 0 (dans le cas précédent, X (¢,t,z9) = M(t — to) + x¢). De facon
analogue au cas précédent, on fait I’hypotheése qu’il existe une trajectoire pour ty := T qui reste a
Pinterieur de ) tout au long de l'intervalle [0, T], c’est-a-dire,

Ao € Q: X(t,T,29) €Q Vt€[0,T). (2.5)
Nous avons le résultat suivant ([69]) :
Théoreéme 2. Sous I’hypothése (2.5), il existe C > 0 et g9 > 0 tel que
K(e,T,M) > exp{C/c}
pour tout € €]0,¢eq].
Introduisons le probléeme adjoint associé & (2.2) :
ot + V- (pM(t,x)) +eAp =0 dans |0, T[x€,
=0 sur |0, T[x 09, (2.6)
Plt=T = PT dans €,

pour o7 € Hi (). On démontre par un calcul direct que K est la meilleure constante telle que I'inégalité
suivante (dite inégalité d’observabilité) est satisfaite :

Vor € HY (). (2.7)
L2(0,T;H1/2(F))

0
lep=oll2() < eK H@i

L’idée de la preuve du Théoréme 2 est de construire une solution @ de (2.6) associée & un certain
or € C§°(92) de telle sorte que g—i se comporte comme e~ /% et @|t=0 se comporte comme une constante
par rapport a . Ceci implique immédiatement le Théoreme 2. Tous les détails de cette preuve sont

donnés dans la Section 3 de [69].



2.3 Résultats de convergence du coiit

e Dans le cadre unidimensionnel, ’équation de transport associée avec controle nul satisfait que sa solution
est identiquement nulle & 'instant T lorsque T > 1/M. Similairement, pour le probléme visqueux, on a
(voir [26]) :

Proposition 1. Soit T* €]1/M,T|[. Alors, pour tout o7 € L?(0,1), la solution du probléeme adjoint (2.6)
satisfait

. 2
lvollzo ) < gope 5P {— () } =120y 23
Pour la preuve, on considere la solution ¢ du systeéme suivant
Ot + Moy +epre =0  dans |0, T[xR
{ D=1 = |or|ljo,1 dans R,
qui, d’apres le principe du maximum, satisfait
lo(t, 2)| < @(t,z) V(t, z) €]0,T[x]0,1]. (2.9)

On rappelle I'expression de @ :

L _ Y
Bt0) = s |, e { -2 et

En utilisant (2.9), un calcul direct montre (2.8).

Par ailleurs, avec une technique de type “inégalité de Carleman”, nous pouvons obtenir ’estimation
suivante :

1 p(2437)T/3 27 T 1 L
I/ oPdtds < c/e (S [ouwoPars o [ leoaPis). a0
0o Jar/3 0 0
Faissons maintenant I’hypothese
4.
T> ﬁ3 (2.11)

On applique I'inégalité de dissipation (2.8) au terme de gauche de (2.10) car 27'/3 > 1/M, ce qui donne
I'inégalité
||<P\t:o|\%2(o,1) < K*||<Pm|ac:o||2L2(o,T),

avec

2
K* = CeT? exp { (i (2?4 — 1) - 2.61) /€T} .

Remarquons que la meilleure constante K* coincide avec K (défini dans (2.3)) ot on remplace H~1(Q)
par L2(Q) et L2(0,T; H'/2(09Q)) par L?(]0, T[x09).
Gréace a (2.11), on obtient le résultat suivant (voir [26]) :

Théoréme 3. Supposons que (2.11) est satisfait. Alors, il existe C > 0 tel que
K* S 6_0/8.

Récemment, cette constante a été amélioré dans [55]. En utilisant Papproche décrite dans [41] basée
sur des techniques d’analyse complexe, il est démontré que la condition T' > 4.2/M suffit pour avoir la
controlabilité uniforme.

e Pour le cas général, on fait 'hypothese de I'existence d’'un temps de sortie T tel que toute trajectoire
associée & M (voir (2.4)) et définie sur un intervalle de longueur T, admet au moins un point a l'exterieur
de Q.



Théoréme 4. Soit M € WH°(]0, T[xQ). Sous I’hypothése de lezistence du temps de sortie Ty, il existe
une constante L > 1 qui dépend seulement de |M||lwr.~ et de Ty, telle que si T > LT, il existe une
constante positive C' indépendante de € telle que

K S 6—0/6
pour € > 0 suffisamment petit.

Comme dans le cas monodimensionnel, ce résultat est une conséquence d’une inégalité de Carleman
combinée avec un résultat de dissipation. L’inégalité de Carleman est obtenue de fagon classique (voir

[52]) :
4 ta Sk < eC*/E //
ot M .-

pour tout 0 < 7y < 71 < 1 et un certain C* qui dépend de 7y et 7;.
Pour présenter le résultat de dissipation, on introduit pour chaque r > 0 et chaque 0 < s7 < 59 < T,
I’ensemble

2
02\ G dw, "t ol mT], (2.12)

D, (zg, s1,82) := {(X (81, 82, %), t)/|x — 20| <71, t € [51, 82|}
Avec cette notation, I'hypothese d’existence du temps de sortie se traduit par I'existence de T} €]0, T
et de rg > 0 tels que pour tout zq € 2 et tout to € [Ts,T], il existe t; € [to — T, to] tel que
(I,tl) S DQTO(xO7t07Tg,tO) =T ¢§ (213)
Nous démontrons le résultat de dissipation suivant ([69]) :

Proposition 2. Sous l'hypothése d’existence du temps de sortie, il existe une constante Cy > 0 qui
dépend de o, de Ty et de ||[M| w100y mais indépendante de € €]0,1], telle que pour chaque entier
m € [1,T/Ty], il existe une constante C indépendante de € telle que l'inégalité suivante est satisfaite
pour les solutions du probléme adjoint (2.6) :

7777400/6

llje=oll2(q) < Ce lee=e=llL2 () (2.14)

pour tout t* € [mTy,T| et tout £ €]0,1].

Comme le systéme (2.6) est dissipatif (rappelons que M € L>°(W 1)), il suffit de démontrer I’esti-
mation suivante :
L2() < Ce” /%oy, [l L2 (-

([ pm—s
On considere un recouvrement fini de Q
Bj={x:|zv—zj| <ro}, j=2,---,J

et une partition de I'unité x; associée. D’apres 'hypothese (2.13), on appelle ¢; le temps associé & chaque
x;. Soit maintenant (; une fonction lipschitzienne satisfaisant

¢G>0 dans [tg — Ty, to] x RY,
—Cit+|VGIE—M-V¢ <0 p.p.dans [tg — Ty, to] x RY,
¢ =0 dans D, (z;,to — Ts,t0),
¢i(t,z) > corg dans (Do, (z;,t0 — Ts, to))°.

L’existence d’une telle fonction est démontrée dans [69], Section 2.2.
Soit ¢; la solution du probleme rétrograde (2.6) avec donnée x;(z)pji—¢, (). Alors, on a

Jj=2

Comme (4=, = 0 dans le support de x; et (jji=¢, > corg dans €2, nous obtenons

16—t I L2) < c1e™ % (l@ 0=t |l L2(0)



grace & I'inégalité d’Agmon (voir [69], Lemma 1). Ici, ¢; et ¢a ne dépendent pas de j ni de €. En faisant
la somme en j et en tenant compte de la dissipation, nous obtenons le résultat désiré.

Pour conclure la preuve du Théoréme 4, nous appliquons (2.12) dans Uintervalle [(1 — 3§)T, T pour
No:=1—25 et n :=1—0 (6 > 0 petit) et on a

I @t=1—26)T | L2(2) < CeC/* //
10,T[xT

avec C > 0 indépendant de e. Gréce & (2.14) pour mTs < (1 —2§)T, on arrive a

l[p)e=ollL2() < CelC—meo)/e //
10,T[xT

Par conséquent, le Théoreme 4 est démontré pour L := m/(1 — 26), ott m := 1+ [C/cq].

o

2
dtd
on %

dp

2
dtdo.
on 7
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Chapitre 3

Résultats de controlabilité pour
quelques équations dispersives

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de contrélabilité pour des équations dispersives
de type Korteweg-de-Vries (noté KdV dans tout ce qui suit). Dans les deux premiers paragraphes, nous
établissons des résultats de controlabilité uniforme pour une équation de transport-KdV linéaire dans
la limite de zéro-dispersion, ainsi que pour une équation de transport-KdV-chaleur dans la limite de
zéro-dispersion et zéro-diffusion. Dans les deux derniers paragraphes, nous traitons le probleme de la
controlabilité exacte de 1’équation de KAV linéaire lorsque le controle agit sur la condition de Dirichlet
a droite et le probleme de la contrélabilité locale d’une équation de type KdV d’ordre 5. Nous donnons
plus de détails sur les problemes que nous allons traiter.

e Dans le premier probleme, nous considérons le systeme de transport-KdV linéaire suivant :

Yt + VWaze — My, =0 dans |0, T[x]0, 1],
Yz=0 =V  Yjz=1 = Yz|z=1 = 0 dans ]O7T[7 (31)
Y=o = Yo dans |0, 1].

Ici, v > 0 est le coefficient de dispersion, M € R est un coefficient de transport et v est le controle.
Les résultats principaux que I'on peut démontrer concernant ce systeme sont, d’une part, un résultat
d’explosion du cofit de la controlabilité & zéro lorsque T' < 1/|M| et v — 0T et d’autre part, un résultat de
convergence exponentielle du cotit de la contrdlabilité & zéro lorsque T' > C/M (seulement pour M > 0)
pour un certain C' > 1. Par contre, la question (trés intéressante) de la contrélabilité (locale) uniforme
de I’équation (non linéaire) de KAV reste ouverte.

A v fixé, la controlabilité & zéro de (3.1) a été établie dans [101] avec un cotit de 'ordre de exp{C/v},
ce qui ne sera pas suffisant pour nous. Nous avons donc établi un nouveau résultat ou le cotlit est de
l'ordre de exp{C/v'/?}.

Tous les résultats que nous obtenons pour le systéme (3.1) sont indépendants de la taille du domaine
spatial, contrairement au cas du contrdle de type Neumann (par la droite) qui a été établi dans [99]. Dans
ce cadre, en effet, L. Rosier a démontré que (3.1) avec M = —1 est exactement controlable si et seulement
si la longueur de 'intervalle n’appartient pas & un ensemble dénombrable de longueurs critiques.

e Ensuite, nous traitons le cas d’'une équation de type transport-dispersion-diffusion linéaire :
Yt + 0Yzze — EYze — My, =0 dans |0, T[x]0, 1],
Ylz=0 = V5  Yz=1 = Yajo=1 = 0 dans |0, 77, (3.2)
Ylt=0 = Yo dans ]0, 1],

ound >0ete, M eR. Pour e € Ret d > 0 fixés, la contrdlabilité & zéro de (3.2) est démontrée dans
[101]. En effet, Vauteur étudie le cas € = 0 mais on peut se ramener & ce cas 1a & aide d’un changement
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d’inconnu du type
u(t,x) = e*y(t, ),

avec a constant.

Comme dans le cas purement dispersif ’objectif est, d’une part, de démontrer ’explosion du cott de
la contrélabilité & zéro lorsque T' < 1/|M| et sa convergence lorsque T' > L/|M| pour un certain L > 1
(6, e — 07).

Le probleme que I'on se pose dans ce paragraphe provient de la dynamique des milieux continus.
En particulier, dans I’élastodynamique non linéaire, les termes en ¢ et § peuvent modéliser des effets
capillaires. Ceux-ci sont particulierement importants dans la théorie d’ondes de choc non-classiques
(voir le livre [85]). Malgré le caractere linéaire de ce systéme, les résultats que nous obtenons peuvent
étre vus comme une premiere approche pour controler des lois de conservation non linéaires dans la
limite dispersive-dissipative. Nous avons démontré un résultat dans la limite purement dissipative pour
I'équation de Burgers (voir [56]). Une limite purement dispersive serait aussi trés intéressante pour
I'équation de Burgers, voir [83].

e Troisiemement, nous considérons le systéme de contréle suivant associé a 'équation de KAV (L > 0) :

yt + y:p;pm + ym + yyz == O dans ]0, T[X]O, L[7
Yjz=0 = Yz|z=L = 0, Y=L =V dans ]Oa L[v (33)
Yjt=0 = Yo dans 0, L[.

Le probléme que I’on étudie est la controlabilité exacte dans L2(0, L) ; étant donnés yo, y1 € L?(0, L) et
T > 0, existe-t-il un controle v € L2(0,T) tel que la solution y de (3.3) satisfait Yjp=r = y1 dans |0, L[?
Si les normes ||yol|r2(0,z) et |y1llz2(0,z) sont petites, il s’agit de la contrélabilité locale exacte pres de
zéro.

Le probléme de la contrdlabilité de (3.3) a été étudié de maniére intense dans ces derniéres années ;
voir en particulier [99], [100], [101], [102], [103]. Des différentes situations ont été considérées : le cas
ou les trois conditions au bord sont contrélées [102], le cas avec un seul controle Neumann (voir, par
exemple, [99], [25], [16] et [17]), le cas avec un contréle Dirichlet & gauche (voir [101] et [57]) et le cas
d’un controle additionnel dans le membre de droite [20].

Le résultat que on a obtenu dans ce cadre 1a peut étre comparé & celui présenté dans [99] lorsque
le controle agissait sur la condition de Neumann a droite. Plus précisément, nous démontrons I’existence
d’un ensemble dénombrable de longueurs critiques en dehors duquel on a la controlabilité exacte locale
du systeme (3.3).

e Enfin, nous considérons un systéme de controle associé a I’équation de KdV d’ordre 5 :
Ut + Qe + WUzpe + Bulizes + Uzt + P (uw)u, =0 dans |0, T'[x]0, 1]
Ujp—0 = Ug|z—0 = Upg|z—0 = 0, Ujg—1 = V1, Ugyjp—1 = v2 dans |0, 77, (3.4)
Ujg=p = Ug dans |0, L],

ot a, 1, B, 6 € Ret P(u) := pu+qu®+ru’ (p,q,r € R). Ces équations ont été introduites dans [82]. Elles
comprennent, en particulier, 'équation de Kawahara [80] qui modélise des ondes magnéto-acoustiques
et quelques modeles obtenus par Olver dans [96] pour la propagation unidirectionnelle d’ondes dans des
eaux peu profondes quand le terme d’ordre 3 est petit.

Il y a une littérature importante concernant le probleme de Cauchy sur la droite réelle (voir, par
exemple, [82], [98], [81]) mais rien sur un intervalle borné. Nous avons donc obtenu des résultats d’exis-
tence et de régularité pour (3.4).

Concernant le controle de ce systéme, notre résultat principal établie la controlabilité exacte locale
aux trajectoires du systeme (3.4).

3.2 Controle optimal singulier pour une équation de transport-
dispersion linéaire

Nous rappelons que le systéme de travail est (3.1) avec v > 0 et M € R.
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e Comme dans le chapitre précédent (équation de transport-diffusion), nous commencons par le résultat
d’explosion du cout (voir [58]) :

Théoreme 5. Soit M # 0 et T < 1/|M|. Alors, il existe C > 0, £ € N (indépendants de v) et des
conditions initiales yo € L?(0,1) tels que tout controle v € L*(0,T) qui conduit la solution de (3.1) de
Yo a 0 satisfait

o]l 2207y = v* exp{C/1"*}yollz2 (0.,

pour tout v €]0, 15[, 0t v9 > 0 ne dépend que de T.

On donne les détails de la preuve dans le cas M > 0. On rappelle que la constante qui borne le
controle en fonction de la donnée initiale coincide avec la constante d’observabilité C,,s avec

H(p|t:0||L2(O,1) < VCobSH(pxaﬂm:O”Lz(O,T) VQOT € L2(07 1)a

ol ¢ est la solution du probleme adjoint

@t—’—ywzzaj _M@z =0 dans ]07T[X]071[,
Plz=0 = Pzx|lz=0 = Plz=1 = 0 dans ]OaT[a (35)
Plt=T = T dans ]0, 1.

Soit R >0 tel que 0 < 2R <1 — MT et or € C3°(0,1) satisfaisant
Supp(@r) CR, 2R],
@T > 0)
67 ll220,1) = 1-

Soit @ la solution du probleme adjoint (3.5) avec donnée p7. Démontrons d’abord que

1
/O |8ji—o|’dz > C > 0. (3.6)

Soit 6 la solution de
6, — M6, =0 dans]0,7[x]0,1],
01 = Or dans 10, T7.

Evidemment, on a Supp(é(t,-)) C]0,1[. En multipliant ’équation de @ par 6 et en intégrant par parties
en t et en x, on obtient

1 T r1
/ (6(0,2) $(0,2) — |Fr|?) dw + v / / B0r0n dudt — 0.
0 0 0

Ceci, combiné avec

d 1
%/ |§|?dz >0 dans |0, T,
0

donne

pour v €]0, vg|.

N | =

/01 0(0,2) 3(0, 2) da >

La propriété (3.6) suit aisément.
Ensuite, a I'aide d’une inégalité d’énergie & poids, on peut démontrer

R/4 9 R2 1 9
p(t de < C —_——— pr|°d
[ e < cow - T [ eran

pour v €]0, vp]. La derniére étape de la preuve consiste a établir la propriété de régularité suivante :

121l 220,783 (0, /16)) < CWPII L2 q0,7[x70,R/4]) > (3.7)
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ot C(v) croit polynomialement en »~1. Une multiplication de I'’équation de @ par (R/4 — x)3% montre
que
[(R/4 = )@l L2(0,7;m1 (0,r/4)) < ClPllL2(0,71x]0,R/4])- (3.8)
De fagon analogue (mais avec une puissance de (R/4 — z) plus grande), on peut établir cette autre
inégalité de régularité (voir Proposition 3.3 dans [58]) :

1Pl 20,7140, 8/16)) < CW)IPlL2 (0,750 (0,R/8))-

Le terme & droite peut étre estimé par le terme de gauche de (3.8). En combinant ces deux estimations,
on obtient (3.7).

e Quant aux résultats de convergence du cout de la controlabilité & zéro, on commence par un résultat
a l'aide de trois controles frontieres (voir [57]) :

Théoréme 6. Il existe une constante Kg > 0 telle que pour tout M > 0, il existe vy > 0 tel que pour tout
T > Ko/M, tout yo € WH2°(0,1) et tout v €]0,1vp], il existe trois contréles vy, vy et v dans L?(0,T)
tels que la solution y € L*(]0,T[x]0,1[) N C°([0,T]; H=1(0,1)) de

Yt + VWare — My, =0 dans (0,7T)x]0, 1],
y|x:0 = V1, y|x:1 = Vg, yz|x:1 =03 dans ]OvT[v
Yje=0 = Yo dans ]0,1]

satisfait y(T,-) = 0 dans ]0,1[. De plus, les contrdles sont majorés indépendemment de v :

[v1llrz20,7) + lv2llz20,m) + lvsllz20,) < Killyollwr<(o,1)
avec Ky indépendant de v et de yq.

La preuve repose sur une étude de la solution de ’équation de KdV linéaire sur toute la droite. A
Paide de la fonction d’Airy (Ai(z) := 7= [ cos(t?/3 + xt)dt, Vo € R; voir [74]), on peut établir des
estimations pour cette solution.

Nous présentons un autre résultat de convergence (voir [58]) :

Théoréme 7. Il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout T > Cy/M, il existe C1 >0 et Cy >0
tels que pour tout v €)0, 1] et tout yo € L*(0,1), il existe v € L2(0,T) qui améne la solution de (3.1) a 0
et satisfaisant :

Co CyM*/?
HU||L2(0,T) < W €xXp {—1/1/2} ||?JOHL2(0,1)~

Ce résultat améliore le Théoreme 6 car nous n’utilisons qu’un controle et le cotut est plus petit.
Corollaire 1. Sous les mémes hypothéses du Théoréme 7, nous pouvons construire des contréoles v €

HY0,T) qui ameénent la solution de (3.1) a 0 et qui satisfont

1/2
o]l 07y < Co(v, M) { 1M

M1/2 _Vl/g} ||.7JO||L2(071)7
ot Co(v, M) croit polynomialement en v= et M.

Preuve du Théoréme 7 : D’abord, a l'aide d’une inégalité de type Carleman et de l'inégalité
d’énergie, on a

1 1
/ lo(t1, 2)Pdx < / olts,a)Pde, 0<ti<ts<T
0 0

pour les solutions de (3.5), nous trouvons 'estimation suivante :

1 1/M
/ oppolde < C* / -
0 0
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avec

M1/2
C*:=Cexp (C )

Les poids utilisés pour obtenir cette estimation sont du type
exp {5@ } .
(T — 1))/
Pour conclure la preuve, il suffit d’établir le résultat suivant :
Proposition 3. Soit T >0, v >0, M >0 et 0<t; <ty <T avecty —t; > 1/M. Alors,
1

1
ot 2)[2dz < K (t, 1) / (plta, ) 2da, (3.9)
0 0

avec

2(M(ts — ) — 1)%/2 }
3\/§(1 + \/5)2(t2 —t1)1/2p1/2 ’

La preuve de ce résultat est inspirée par [30]. D’abord, on multiplie (3.5) par

exp{r(M(T —t) —z)} ¢

K(t1,t2) < exp {—

avec r > 0 a choisir. Apres quelques intégrations par parties, nous obtenons

d 1
% (exp {—V’I‘S(T - t)/ exp{r(M(T —t) — x)}|<p(t,a:)2dx}> <0
0
pour tout ¢t €]0, T[. En intégrant entre ¢; et t2, on a I'inégalité (3.9) avec
K(t1,ts) := exp{v(ty — t1)r® + (1 — M(ty — t;))r}. (3.11)
On choisit le » qui minimise K (¢1,t2), c’est-a-dire,

(M(t2 —t1) = 1)*/?
\/g(tz _ t1)1/2yl/2 ’

En remplacant ceci dans (3.11), on obtient (3.9)-(3.10).

ri=

3.3 Controle optimal singulier pour une équation de transport-
dispersion-diffusion linéaire
Nous présentons & nouveau notre systeme de travail :

Yt +5yxzw — &Yz _Myw =0 dans ]OvT[X}Oal[a
Yz=0 =V,  Yjz=1 = Yz|z=1 = 0 dans ]O7T[7 (312>
Yjt=0 = Yo dans 0, 1].

e De fagon analogue au cas purement dispersif, nous avons le résultat d’explosion du cotit de la controlabilité

a zéro suivant (voir [58]) :

Théoréme 8. Soit M # 0 et T < 1/|M|. Alors, il existe C > 0, £ € N (indépendants de 0 et de €) et
des conditions initiales yo € L*(0,1) tels que tout contréle v € L*(0,T) conduisant la solution de (3.12)
de yo a 0 satisfait

C
¢
[vllzz(0.m) = C6 eXp{max{51/2,g}} lyoll£2(0,1)s

pour tout § €]0, o[ et tout € €]0, o[, 0t 69 > 0 et €9 > 0 ne dépendent que de T'.
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La preuve suit les mémes étapes que celle du cas purement dispersif (voir Théoréme 5 ci-dessus).
e Le premier résultat de convergence du cout de la controlabilité & zéro est similaire au cas purement

dispersif présenté dans le Théoréme 7 (voir [58]) :

Théoréme 9. Il existe 50 > 0 tel que pour tout M > 0 et tout T > GO/M, il existe deuz constantes
C1 > 0 et Cy > 0 (qui ne dépendent que de T) telles que pour tout (§,¢) €]0,1]x[0, 1] il existe v € L?(0,T)
qui conduit les solutions de (3.12) de yo € L?(0,1) a 0 tel que

CQ élM
[0l L20,m) < Iz &P {_max{(M§)1/275}} 1ol z2(0,1)-

Comme pour le Théoréme 7, on peut trouver des contréles dont la norme H'(0,T) est majorée comme
précédemment avec Co(5, M) qui croit polynomialement par rapport a =1 et M (voir Corollaire 1 ci-
dessus).

Contrairement au cas purement dispersif, pour le systéme (3.12) nous pouvons démontrer un résultat de
convergence du colt de la controlabilité a zéro lorsque M < 0 (voir [58]) :

Théoreme 10. Soit 0 < < 1. Alors, il existe Cs3 > 0 tel que pour tout M < 0 et tout T > Cs/|M]|, il
eziste deuz constantes Cy > 0 et Cs > 0 telles que pour tout (9,¢) €]0,1]? satisfaisant

2 > y8|M|, (3.13)
on peut trouver un contréle v € L*(0,T) qui conduit la solution de (3.12) de yo a 0 tel que

C Cs|M
llvllz200,7) < 74@(9 {—5|€|} lyollz2(0,1)-

(| 1]6)1/2
Ce résultat n’est pas surprenant car le méme type de résultat a été démontré dans le cas purement
dissipatif (6 = 0) dans [26] et dans [69] (voir Théoréme 4 ci-dessus).
Pour la preuve du Théoreme 10, nous suivons les pas de la preuve du Théoreme 7. La seule différence
par rapport & la preuve du Théoréme 7 est lestimation de dissipation (3.9)-(3.10). Ici, on prend le
parametre r négatif mais satisfaisant

S 2e
r>——.
- 3

Avec les mémes intégrations par parties que dans la preuve du Théoreme 7, nous obtenons 'inégalité
(3.9) avec

(3.14)

K(t1,to) := exp{d(ty — t1)r® +e(to — t1)r* + (=1 — M(ty — t1))r}. (3.15)

Prenons maintenant

2y (IM] - 74 )
T 3e '
Gréce & 'hypothese (3.13), r* satisfait (3.14). En injectant 7* dans (3.15), on trouve

ty —t 4 2 1 \?
v <o 525 (3 (- 22}

Avec v < 1 on obtient un résultat de dissipation, qui suffira pour la preuve du Théoréme 10.

r

3.4 Controlabilité de KdV avec un controle Dirichlet a droite

Nous considérons le systeme de controle suivant :

Yt + Yzaz + Yz T YYe =0 dans |0, T'[x]0, L],
Yjz=0 = Yz|az=L = 0, Ygz=L =V dans ]Oa L[v (316)
Yit=0 = Yo dans ]0, L.
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Nous rappelons que yo € L?(0, L) et que I'on cherche & démontrer la contrdlabilité exacte locale de ce
systeme. Pour ce faire, nous commencons par étudier le probleme linéarisé autour de zéro.

e En effet, le résultat central de ce paragraphe concerne le systéme linéaire suivant (linéarisé de (3.16)
autour de zéro) :

Yt + Yzza + Yo = 0 dans }OaT[X]Ov L[a
y|x:0 = yx\z:L = 07 y|x:L = dans ]05 L[7 (317)
Yji=0 = Yo dans ]0, L.

Le résultat suivant est démontré dans [60] :

Théoréme 11. Il existe un ensemble dénombrable N C]0, +o00] tel que
L ¢ N < (3.17) est exzactement controlable.

Preuve : Dans une premiere étape, nous démontrons que (3.17) n’est pas exactement contrélable
dans H™L, si et seulement si, il existe ¢ non trivial satisfaisant pour un certain A € C :

{ Vazx + g = AP dans |0, L[,
P(0) =" (0) = (L) = ¢"(L) = 0.

La preuve de ceci est trés similaire & celle développée dans [99] o la quatrieme condition au bord était
Y'(L) =0 au lieu de ¥"(L) = 0.
Ensuite, nous établissons le résultat suivant :

(3.18)

Proposition 4. Le systéme (3.17) n’est pas exactement contrélable, si et seulement si, il existe a,b € C
tels que
ae® = be® = —(a + b)e~ (T (3.19)

et
L? = —(a® 4 ab+ b?). (3.20)
En résolvant le systeme (3.18), on trouve

() = coe!o® + crett 4 cef?®, x € [0, L],

ou Lo, p1 et uo sont les racines de ’équation caractéristique de . En imposant enfin les conditions au
bord de (3.18), on arrive &
luloe*#oL — uleﬂulL _ [1,267#21’.

La proposition est démontrée.

Ensuite, on montre que I'équation (3.19) a au plus une quantité dénombrable de solutions (a,b) € C2.
Pour établir ceci, on démontre que chaque solution de (3.19) est isolée (voir Proposition 3 dans [60]).

Enfin, on démontre que (3.19) a au moins une quantité dénombrable de solutions satisfaisant a? +
ab + b?> € R~. Pour montrer ceci, posons a := b :

i0 —if
a:=pe”, b:=pe ",

avec p > 0 et 6 €] — w, 7[\{0}. En imposant (3.19), on arrive facilement &

AL
sin sinf’

p=— kel (3.21)

et
2cos ) = (—1)ktte3(0—kmcotd (3.22)

On voit maintenant que pour k pair et suffisamment négatif, (3.22) a une solution 0y, €] — 77 /12, —7/2|.
On constate finalement que py (donné par (3.21)) et 6, satisfont

(ar)? 4 arbr + (bi)? = (pr)?(1 + 2cos(260;)) € R™.

e Quant a I’équation de KdV (3.16), nous avons un résultat local (voir [60]) :
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Théoréme 12. Soit L € (RT)* \ N. Il existe u > 0 tel que pour tout yo, y1 € L*(0, L) satisfaisant
lyollz20,L) + lly1llz20,) < 1,
il existe v € HY5(0,T) tel que la solution y € L*(0,T; H'(0, L)) N C°([0,T); L*(0, L)) de (3.16) satisfait
Yp=r =y1 dans |0, L[.

Le preuve de ce résultat suit les idées de [99]. Nous avons besoin de controles dans H 1/6 (0,T), donc
les controéles fournis par le Théoreme 11 ne suffisent pas. C’est pour cela que I'on réduit d’abord notre
probleme de contrélabilité a un probleme de controlabilité & zéro.

Pour z; € L*(0,L), il existe une unique solution z € L?(0,T;H'(0,L)) N C°([0,T); L?(0, L)) du
probleme

Zt + Zpgw + 22 =0 dans ]0, T'[x]0, L[,
2jg=0 = Zpg|a=0 = Zgja—r = 0 dans |0, T, (3.23)
=T = 21 dans 10, L]

(voir Proposition 5 dans [60]). Ceci nous permet de démontrer le Théoréme 11 avec des controles dans
H'/?=2(0,T) pour tout £ > 0.

Nous démontrons le Théoréme 12 & I'aide d’un argument de point fixe. Soient £ : L2(0,L) —
L2(0,T; HY(0,L)) N C°([0,T); L?(0, L)) l'opérateur qui a chaque z; associe la solution 2z de (3.23) et
Loy : L*(0, L) — L?(0, L) Popérateur qui associe (Lz1).—o & chaque z;. Ensuite, on définit £, : L?(0,L) —
L2(0,T; HY(0,L)) N C°([0,T); L?(0, L)) qui associe & chaque 7y la solution w de

Wi + Wege + We =0 dans ]O,T[X]O, L[7
Wip=0 = Wajg=r, =0, W=y, =v dans |0, T7,

Wit=0 = Yo, W= =0 dans ]0, L],

construite comme avant (avec v € H'/275(0,T)). Enfin, soit £ : L'(0,T; L?(0, L)) — L?(0,T; H3(0,L))N
C°([0,T7]; L*(0, L)) lopérateur qui associe a chaque f la solution u de

Up + Ugge + Uy = f dans ]0, T[x]0, L[,

Ujp—=0 = Ujg=], = Ug|g=r, = 0 dans |0, T7,

Upg=0 = 0 dans |0, L|.
Notre application de point fixe est

A(u) := Lo(—uug) + Llyr + Lo(uua)(T)] + Lilyo — Lo(yr + La(uuz)(T))].
On voit facilement que A : B(0; R) C L?(0,T; H*(0,L)) — L*(0,T; H(0,L)) (R > 0 a choisir) est bien
défini. Montrons que A est contractif et A(B(0; R)) C B(0; R) :
- Soient uy, ug € B(0; R). Grace a la continuité des opérateurs £;, on a

[A(u1) — Aua) || 20,7300 0,2)) < Cll(w1)? = (u2)? | 220,750 (0,0)) < 2RC|Jur — ual|p2(0,7:11(0,1)) -

On prend donc R < 1/4C.
- Soit u € B(0; R). On a

AW | L20,7:010,0)) < Clvollz20.0) + ly1ll 20,0y + B?).

Comme ||yollz2(0,2) + [lW1llz20,0) << 1, on a [[A(u)| z2 0,587 (0,1)) < R-
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3.5 Controlabilité de I’équation de KAV d’ordre 5

Notre systeéme de travail est le probleme de controle suivant :

Up + QUse + Uzpe + BUuliyer + gty + P (uw)u, =0 dans ]0, T'[x]0, 1],
u|m:0 = um|x:0 = uxr\z:O = 07 u\z:l = V1, uz|m:1 = V2 dans ]O,T[, (324)

Uj— = Up dans |0, L],

olt a, p, B, § € Ret P(u) := pu+ qu?® + ru® (p,q,r € R) et v1, vq, les controles, agissent au bord x = 1.

Nous présentons notre résultat principal (voir [59]) :

Théoréme 13. Soit T > 0 etw e L>®(0,T; W*>(0, L)) une trajectoire de (3.24) avec Ujy—g = Ugjp=o =
Ugg|a=o = 0. Alors, il existe v > 0 tel que pour tout ug € L*(0,1) avec

[uo — Tpi=ollL2(0,1) < Vs

il existe deuz controles vy, vy tels que la solution u de (8.24) appartient a L?(0,T; H%(0,1))NC°([0, T]; L?(0,1))
et satisfait
Uj—r = U= dans ]0,1].
La preuve de ce théoreme est divisée en deux parties :

e Controlabilité & zéro d’un probleme linéarisé.
Nous considérons le probléme de contréle suivant :

3
Yt + Qysg = Z ar(t, ©)0Fy + h(t, ) dans |0, T'[x]0, 1],
=0 (3.25)
Yjz=0 = Yz|2=0 = Yzz|z=0 = 0, Yjz=1 = V1, Yzg|z=1 = V2 dans ]OaT[a
Yjt=0 = Yo dans |0, 1],
ol h et ay sont des fonctions données. Nous regardons son probleme adjoint associé :
3
et aps, = Y (~1) 1Okt x)g) + fltx)  dans 0, T[x]0, 1,
k=0 (3.26)
Plz=0 = Pzlz=0 = Plz=1 = Pzlz=1 = Parzlz=1 = 0 dans ]OvTL
Pli=T = T dans ]0, 1.
En utilisant des poids du type
ox n(x)
p /AT — ¢)1/4
avec 7(x) convenablement choisi, nous obtenons une inégalité de Carleman :
—k _4)1/4 k _\1/4
le™0/ =D || L2 qo.rixgo.apy + leje=ollz2(0,1) < C(lle™ /T fll L2 g0 rpxj0.1p
_ —k _4\1/4 _ K _\1/4
+H(T - t) 1/86 /(=0 ¢4w\z:l||L2(O,T) + H(T - t) 3/86 /(=0 @zxa:|:v:1||L2(07T))7
ot 0 < K1 < Ko sont deux constantes satisfaisant
2kg < K1. (327)

A partir de cette inégalité de Carleman, on peut démontrer un résultat de contrélabilité a 'aide d’un
argument de dualité :
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Proposition 5. Soit h tel que (T —t)%/8ex0/(T=0""} € 12(]0, T[x]0,1]) et yo € L2(0,1). Alors, il existe
v1, va € L?(0,T) satisfaisant

e/ T (T — oy, (T — £)%05) € (L2(0,T))?
tels que la solution y de (3.25) satisfait
e /(T=0"y € 12(10, T[]0, 1]).
En particulier, y;—r = 0 dans |0, 1[. De plus, il existe C > 0 tel que

ke /(T—t)/*

" \1/4
lle Yllrzqorx0.1p < Cllvollzz(o.1) + (T = £)*/8em/ T=D ]| 250 rxj0.17)- (3.28)

En utilisant des propriétés de régularité (que 'on a démontrées dans [59]), nous pouvons améliorer
(3.28) :
" _\1/4
(T — £)> e /Ty || 2 0,73 1140,1))n L (0,73 H2(0,1))
oo /(T —1)V/
< C(lyoll 20,1y + 1T = £)*/3em0/ =" R 12 g6 ri10.17)-

e Passage au probleme non linéaire.
On pose y := u — W, ou u est la solution de (3.24). D’abord, on se rameme au cas yo € HZ(0,1).
Ensuite, on remarque que le linéarisé en 0 du systéme satisfait par y est (3.25) avec
ag = PUgye + 2quy + 6ruty,,

a1 := 0TUgyg + p + 2qu + 31U,

as = 0y,
as := p+ pu.
On introduit 'opérateur ,
Ly = yi + ayss — Y ax(t,2)d%y
k=0

et les espaces
Eo == {y € L*(]0, T[x]0, L[) : e"/T=""y € L2(J0, T[]0, 1))},

K1
Ey={ye€Ey /(T —t)"*ex—o7"ye L*0,T; H*(0,1)) N C°([0,T]; H3(0,1)),
KQ
Yir=0 = Yalo—=0 = Yazlo—o = 0, (T —1)?/Be@=o1% Ly € L2(10,T[x]0,1))} (3.29)

et
Y1 = {f € L2(0, T[]0, 1]) : (T — )*/3ero/ =" r & [2(J0, T[x]0, 1])}.

On introduit Iapplication A : By — H2(0,1) x Y7 qui & chaque y associe
(y|t=07 Ly + ByYzaa + Yoz + (2q + GTE)yyz + 37”Hy2 + 37'y2ym)~

D’apres la définition des espaces E; et Y; et en utilisant la propriété (3.27), on voit que A est bien défini
et C1. Enfin, la contrélabilité du probléme linéarisé (voir Proposition 5 ci-dessus) donne la surjectivité
de A'(0).
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Chapitre 4

Controlabilité a zéro de quelques
systemes de deux équations
paraboliques avec un seul controle

4.1 Introduction

Soit @ C RY (N > 1) un domaine borné dont la frontiere 92 est réguliere. Soit T > 0 et w C 2
P'ouvert de controle.

Dans cette partie du mémoire, nous nous intéressons au controles insensibilisants. Plus précisément,
nous voulons insensibiliser une fonctionnelle associée a un systeme d’état, qui sera une équation para-
bolique linéaire. On introduit maintenant un ouvert O C €2, que 'on appellera observatoire (ou ouvert
d’observation).

On présente le systeme de travail :

yr—Ay+ay+ B-Vy=vl,+ f dans]0,T[xS,
y=20 sur 10, T[x 09, (4.1)
Yli=o = Yo + 7o dans .

Ici, v est le contréle, yo € L%(Q) est la donnée initiale et @ € R et B € RY sont deux constantes. De
plus, on suppose que gp est inconnu mais ||gol/z2() = 1 et que 7 est un nombre réel petit mais inconnu
également. Alors, 'interprétation du systéme (4.1) est que y est la température d’un corps, v est la source
de chaleur localisée (ol on a acces au corps) & choisir, f est une autre source calorifique et I’état initial
du corps est partiellement inconnu.

En général, la fonctionnelle J. que l'on aimerait insensibiliser (et que l'on appelle sentinelle) doit
étre différentiable. Dans ce cadre, I'objectif est de trouver un contréle v tel que I'influence des données
inconnues 7Yy ne soit pas perceptible par J, (voir (4.3) ci-dessous).

Dans la littérature, la fonctionnelle usuelle est donnée par la norme L? de 1’état (voir [6], [31] ou
[97], par example). Ici, nous nous intéressons & 'insensibilisation de la norme L? du gradient de I’état
(solution de (4.1)). On introduit donc la fonctionnelle

To(y) = / / Vyl? da dt (4.2)
10,T[xO

ou y est la solution de (4.1).
L’objectif est de trouver un controle v tel que

oJ.
or

Si cette propriété est satisfaite, on dira que le contrdle v insensibilise la fonctionnelle .J, .

(y)|ls=0 = 0 pour tout 7o € L*(Q) satisfaisant 1oll2() = 1. (4.3)
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Les problemes d’insensibilisation sont formulés de fagon équivalente comme un probleme de controlabilité
d’un systéme en cascade (voir, par example, [87] et [6] pour une déduction rigoureuse de ceci). En effet, si
l’on considere I’état adjoint de (4.1), il est facile de voir que la condition (4.3) est équivalente & w|i—o =0
dans 2, ol w est z satisfont

zt—Az+az+B-Vz=vl,+ f dans |0, T[x €,

—wy — Aw+aw — B-Vw =V (Vzlp) dans]0,T[xQ,

z=0, w=0 sur |0, T'[x 092, (44)
z|t=0 = Yo, W|t=T =0 dans (.

Ici, on a utilisé la notation z = y|,—¢. Supposons que yo € L?(2) et f, v € L?(]0, T[xQ). Alors, on peut
démontrer qu'il existe un seule solution (z,w) de (4.4) qui appartient a L?(0,T; H}(2))? et qui dépend
continiiment de (yo, f,v) dans L2(Q2) x L2(]0, T[xQ)2.

J.-L. Lions [88] a été le premier & étudier ce type de problémes. Dans cette référence il présente ce
probléme pour des équations paraboliques d’ordre 2 et 4 et pour le systeme de Navier-Stokes. Comme on
a avancé ci-dessus, tous les résultats connus concernent la fonctionnelle J, () = ||y|\2L2(]0,T[XO) avec y so-
lution d’une équation parabolique. Dans [6], les auteurs montrent 1’existence de controles e-insensibilisant
(C’est-a-dire, tels que |J(y)|r—o| < €) pour les solutions d’une équation de la chaleur semi linéaire avec
des non linéarités C! et globalement Lipschitziennes. L’existence de contrdles insensibilisants pour le
méme systéme est montré dans [31]. Pour une extension & des non linéarités plus générales, voir [7] et
ses références.

Comme on verra dans ’énoncé de notre résultat principal (Théoréme 14 ci-dessous), on prendra
yo = 0. Pour une justification de ceci et le choix possible de conditions initiales plus générales, voir [31].

Dans ce chapitre on supposera que w N O # (. Cette condition a toujours été imposée dans les
problemes d’insensibilisation. Récemment, 'existence de controles e-insensibilisant pour 1’équation de la
chaleur linéaire a été démontrée pour la fonctionnelle .J,, sans imposer cette condition (voir [32]).

Le résultat de contrélabilité pour le systéme (4.4) est donné dans le théoréme suivant ([66]) :

Théoréme 14. Soit m > 3 et yg = 0. Alors, il existe une constante Ko > 0 qui dépend de Q,w, O, T, a
et B telle que pour tout f € L?(]0,T[xQ) satisfaisant ||€K0/t”Lf||L2(]O’T[XQ) < 400, il existe un contréle
v tel que la solution (w,z) de (4.4) satisfait w]i—o = 0 dans €.

Corollaire 2. Il existe des contréles insensibilisants v pour la fonctionnelle J; donnée par (4.2).

Expliquons brievement les difficultées du résultat de controlabilité pour le systeme (4.4). Pour faire
cela, on introduit le systéeme adjoint associé :

iy — A+ ath — B-Vip = V- (Vp)lp)  dans |0, T[xQ,

ot —Ap+ap+B-Vo=0 dans ]0, T[x, (45)
Yv=0¢=0 sur ]0, T[x 09, '
Yli=r = 0, @li=0 = ¢" dans Q.

Le résultat que l'on veut démontrer pour le systéme (4.4) est équivalent & 'inégalité d’observabilité

suivante :
// e Ko/t o2 da dt < C// |2 da dt, (4.6)
Q 10,T[xXw

oum > 0et C et Ky sont deux constantes positives qui dépendent de 2, w, O, T, a et B mais indépendantes
de ¢°. L’idée principale que I'on utilise souvent pour démontrer (4.6) est une combinaison d’inégalités
d’observabilité pour ¥ et pour ¢ (comme solutions d’équations paraboliques) et essayer d’éliminer le
terme local (distribué dans |0, T[xw) de ¢. La difficulté que 'on rencontre ici pour le systeéme (4.5) est

I'obtention de
// “P|2dl’dt§0// |Ap|>drdt, @CwnO
10,T[x@ 10,T[xw
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en utilisant juste des arguments locaux car on peut toujours supposer que w ne touche pas 9f).
Cela veut dire que l'on doit trouver une autre fagon d’estimer localement ¢ en fonction de . L’idée
que 'on suit est d’abord d’obtenir une inégalité d’observabilité de la forme

// e KV o2 da dt < c// |Ap|? dx dt. (4.7)
0,7[x$2 10,T[xw

La raison pour laquelle une telle estimation n’est par triviale a obtenir est dii au fait que les conditions
au bord de Ay ne sont pas prescrites.

e Le second résultat de ce chapitre est un résultat de contrélabilité pour des équations paraboliques
couplées. Quant & la littérature sur la controlabilité d’équations paraboliques fortement couplées, un
résultat local a été démontré pour le systéeme de champs de phase dans [4], et la version globale a été
démontrée ultérieurement dans [1]. Pour d’autres systémes paraboliques avec un seul controle, voir [2] et
[62].

Ici, on sera juste intéressé par la controlabilité de systemes de deux équations paraboliques ou les
termes de couplage sont des dérivées d’ordre 1 dans une équation et d’ordre 2 dans 'autre, I’objectif
étant d’agir sur une seule équation mais d’amener les deux a zéro au temps t = T.

Nous considérons ici le cas ou le contrdle est dans 1’équation avec le terme de couplage d’ordre
inférieur :

wy — Aw + cw+ E - Vw = Pa(t, z; D) (2 03) dans |0, T[x€,

21— Az+hz+ K- -Vz=P(t,x;D)(wb,) +vl, dans]0,T[xQ,

w=z=0 sur 10, T[x 09, (48)
Wg=o = W,  z|y=g = 2° dans €,

ou ¢, E,h et K sont constants et P;(t,x; D) (i = 1,2) est un opérateur différentiel d’ordre i dans les
variables spatiales tel que

Pi(t,a; Dyu="Y_ mjg(t,x)00u, m;pe L0, T;W52(Q)) (4.9)
|B]<i

(c’est-a-dire, ma g, Ox(ma2 ), m1 g, Ox(m1 ), 02(m15) € L>®(Q)). Dans (4.8), 6; € C%(Q) (1 <i < 2).
On suppose qu'’il existe un ouvert non vide wy C w et une constante C' > 0 tels que |f2] > C' > 0 dans
wo. En particulier, on peut prendre 0; et f avec un support aussi petit que l'on veut (on peut aussi
prendre 6; = 0 = 1 dans €, ce qui est la meilleure situation possible).

L’objectif est d’amener w et z a zéro au temps T a ’aide d’un controle v. On considere donc le
systeme adjoint associé :

—pt —Ap+cp—E-Vo=(Pf(t,x;D)y)0;  dans |0, T[x€,
—tpy — A+ hp — K -Vip = (Py(t,z; D)p)fy  dans 0, T[x€,

(4.10)
p=1v=0 sur 0, T[x 09,
Pli=r = %007 Yli=r = wo dans €,
ou P et P5 sont les opérateurs adjoints de P; et P, respectivement.
La propriété de controlabilité précédente est équivalente a 1'inégalité d’observabilité :
Il + ooy <€ [ poPdoat
10, T[Xw
avec C' = C(Q,w,T) > 0 indépendant de (¢, ).
Pour démontrer ceci, on doit faire quelques hypothéses sur 'opérateur P; :
ma 3 sont constants (4.11)
et
lullz2) < CllPsull2)  Yu € H*(Q) N Hg(Q), (4.12)

pour une certaine constante C' = C'(2) > 0.
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Théoreme 15. Supposons que les conditions (4.11)-(4.12) sont satisfaites. Alors, il existe un contréle
v tel que la solution de (4.8) satisfait w|i—r = z|t=7 = 0 dans Q.

Pour le cas d’un controle dans I’équation ou le terme de couplage est d’ordre 2, on renvoie le lecteur
a [66].

4.2 Controles insensibilisants

Comme on l'avait annoncé dans l'introduction, I'existence de contrdles insensibilisants est réduite a
la contrdlabilité & zéro du systéme (4.4), c’est-a-dire, le Théoréme 14.
Le probleme adjoint associé est le suivant :

-t —AY+ap—B-Viy=V-((Vyp)lp) dans]0,T[xQ,

ot —Ap+ap+B-Vo=0 dans ]0, T[x 2, (413
=0, 0=0 sur |0, T[x 09, '
Yl =0, Pli=o = ¢° dans ,

ot ¥ € L?(Q). 1l est classique de voir que la contrdlabilité & zéro du systeme (4.4) est équivalente &
I'inégalité d’observabilité suivante :

// =Kot |02 das it < 0// 2 da dt, (4.14)
Q 10, T[Xw

oum >0 et Ky et C sont deux constantes positives indépendantes de °.
Pour la preuve de (4.14), on suivra une approche classique, consistant & obtenir une inégalité de
Carleman. On définit donc quelques fonctions poids :

exp{ B\ 170 oo} — exp{ Ak [|7°]|oo + 7°(x))}

am(@,t) = (T — f)m ’
. XKl [loo+1°(2)) 4.15
03, (1) = max s (,1) = alon(e. 1), Enlent) = (419
Em(t) = ine%lfm(x,t) = &mlon(z,1),
ot m > 3 et k> m. Ici, n° € C?(Q) satisfait
|Vn°| > C >0 dans Q\@p, 7°>0 dansQ et 7°=0 sur 99, (4.16)

avec ) # wy C wN O un ouvert. La preuve de l'existence d’une telle fonction est faite dans [52]. Les
fonctions poids (4.15) ont déja été considérées dans [47].

Pour s, A > 0 deux parametres, on définit la quantité suivante :

I(s,\;g) =" // e mE 1 (|go* + | Agl®) dadt
10,T[x2

+ 532 //]O . Qe25“’”£m|Vg|2dxdt+83>\4//]O . Qe*mmgfn|g|2dxdt.
y 4| X ,T'[ %

On désignera par I,,(s, A, -) les deux derniers termes de ’expression de I(s, A, -).

(4.17)

On peut démontrer le résultat suivant :

Proposition 6. Il existe une constante positive C' qui ne dépend que de 2, de w et de T telle que

Laag) 48X [[ e (R (Vo) deds
10,T[xQ
(4.18)
<O(1+T?)s™)\® // e 2somel |2 du dt,
10,T[xw
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pour tout A > C' et tout s > C(T*™ +T™).

Remarque 4.1. A partir de l’inégalité de Carleman (4.18), on peut obtenir l’inégalité d’observabi-
lité (4.14) de maniére assez directe. En effet, il suffit de combiner ¥|i=r = 0 avec la dissipation de

Vo)l L2 -

La preuve de la Proposition 6 est divisée en deux parties. Dans la premiere, on ne travaille que
avec I’équation de ¢ (qui est indépendante de ). Dans la seconde, on combine les deux équations pour
conclure I'inégalité cherchée (4.18).

Le premier résultat est le suivant

Lemme 1. [l existe une constante positive C qui dépend de ) et de wq telle que
Ly, (Ayp) < Os*M* // e 250m g3 | Ap|? du dt, (4.19)
10, T[xwo

pour tout X > C' et tout s > C(T?*™ +T™).

Remarque 4.2. En particulier, cette inégalité nous donne la propriété de continuation unique :
Ap =0 dans |0, T[xwy = ¢ =0 dans |0, T[x. (4.20)
1l semble que le fait que la propriété (4.20) puisse étre quantifiée par lintermédiaire d’une inégalité

(comme, par exzemple, (4.19)) n’était pas connu. D’un autre coté, nous ne savons pas si (4.20) est vrai
lorsque a et B dépendent de la variable spatiale.

La preuve du Lemme 1 est basée sur une inégalité de Carleman pour 1’équation satisfaite par Ay :
(Ap); — A(Ap) +alp + B-VAp =0 dans ]0, T[xQ.

L’inégalité suivante a été démontrée dans [45] :

2
L,(Ap) < C [ 3\ // e’25a"L§fn|Ag0|2dacdt+s>\// e 2 m ek dadt |,
10,T[xwo 10,7[x 9%

pour tout A > C et tout s > C’(T2m + T™). 1l reste & estimer le terme frontiere. Pour ce faire, nous
définissons la fonction

0
—A
on L4

" o= (sA\)!2emom (1) 2

et nous estimons sa norme L2(0,T; H'/2*¢(Q)) (¢ > 0), en fonction de quelques termes qui peuvent étre
absorbés par I,(Ayp) en choisissant A > C et s > C(T™ + T?™). Dans cette preuve, le fait que m > 3
dans (4.15) est essentiel. Tous les détails peuvent étre trouvés dans [66].

Pour le deuxieme résultat, on applique I'inégalité de Carleman établie dans [79] & ¢ (on regarde
V- ((Vg¢)lp) comme un terme dans L2(0,7; H=1(Q2))) et on trouve :

Lemme 2. Soit Q,,(t) = min, g am(z,t) et Em(t) =max, g &m(r,t). Ona

1A // e 3amel |9 de dt + s*A* // e 3sam el V| da dt
10,T[xQ 10,T[x

<C <54A6 // e 35med 1|2 do dt 4 s\ // e‘3sa’”§fn|ch|2dmdt>,
10,T[xwo 10,7[xO

pour A > C.

11 suffit enfin de combiner cette inégalité avec (4.19) et utiliser quelques techniques de localisation
classiques pour obtenir Pestimation désirée (4.18).
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4.3 Résultat de controdlabilité pour deux équations paraboliques
couplées

Dans ce paragraphe on donne quelques idées de la preuve du Théoreme 15. Par simplicité on appellera
toujours n° la fonction définie dans (4.16) et I'ouvert wy sera strictement contenu dans wy (qui était lui
méme contenu dans w).

On rappelle le systeme de travail (voir (4.10)) :

—pt —Ap+cp— E-Vo=(P(t,z; D)y)d;  dans |0, T[xS,

—py — A+ hp — K -Vip = (Pyo)bs dans 10, T[x €, (4.21)
p=1%=0 sur ]0, T[x 09, '
Q= = ©°, Yli—r = Y0 dans .

D’apres (4.11), Py est un opérateur différentiel d’ordre 2 en espace avec coefficients constants.
Pour démontrer le Théoreme 15, il suffit d’établir I'inégalité d’observabilité suivante pour les solutions
de (4.21) :

Proposition 7. Il existe C(,w,T) > 0 indépendant de (©°,1°) tel que

leloleoy + loloey <€ [ polasa (422
10,T[Xw

Comme dans la section précédente, la stratégie que 'on suit est d’établir une inégalité de Carleman
pour les solutions du systeme (4.21) :

Lemme 3. Il existe une constante positive C(Q,w) telle que

LalPip) 4500 [ gl o do
10,T[xQ
(4.23)
S C(l + T2)$10)\8 // efﬁsam+4sa:‘n£71r?‘w‘2 dax dt
10, T[Xw

pour tout X > C et tout s > C(T*™ +T™).

Gréce a (4.12), I'inégalité d’observabilité (4.22) est une conséquence directe de (4.23).

Comme pour le Lemme 1, la premiere étape consiste a travailler avec 1’équation satisfaite par P3¢ :
(Pyp)e + A(Py o) + cPyp+ E-V(Pyp) = Py (P (t, 23 D))6:) dans |0, T[xQ.
On obtient le résultat suivant :

Lemme 4. L’inégalité suivante est satisfaite :
I,(Pyo) < C | s\ // e~ 250m g3 | Py o|? dr dt
10,T[Xwo
T *
s R [ e (6 1P (13 D)6 s (424

0
1N / /] I ER DU+ TP ) e dt) 7
0,T[x

pour tout A > C' et tout s > C(T*™ +T™).
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Ensuite, on applique I'inégalité de Carleman avec second membre dans L2(]0, T[x€2) démontrée dans
[52] & la fonction ¥ :

s5\8 // e 250m gl 1|2 da dt 4 s*\° // e~ 25med 1|2 da dt
10,T[x € 10,T[x
+s2\? // e Zsam 2 \AY|> dw dt < C <36)\8 // e 2sam b 1|2 da dt
10,T[x 10,T[xwo

+530\1 //0 . Qe—%avng;w;gaﬁdxdt),
LT[ X

pour tout A > C et tout s > C(T?™ + T?m~1),
Finalement, on combine cette inégalité avec (4.24) et on utilise des résultats de régularité pour les
équations paraboliques. Ceci abouti a (4.23).
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Chapitre 5

Controlabilité de systemes
d’équations de Stokes : existence de
controles insensibilisants

5.1 Introduction

Comme dans le chapitre précédent, on considere Q@ C RY (N = 2 or 3) un domaine régulier et borné.
Soit T'> 0 et w C 2 l'ouvert de controle.
On rappelle la définition de quelques espaces habituels dans le contexte des fluides incompressibles :

V={yeHj(Q)"N:V y=0dans Q}

et
H={yecLl*(QY:V.-y=0dans Q, y-n =0 sur 9N}. (5.1)

e Les deux premiers résultats importants de ce chapitre concernent l’existence de controles insensi-
bilisants. Plus précisément, nous voulons insensibiliser deux fonctionnelles associées a un état qui sera
solution d’un systeme de Stokes avec condition au bord de type Dirichlet homogene. Pour ce faire, on
pose O C Q l'observatoire qui satisfait O Nw # 0.

Le systeme d’état est I’équation de Stokes avec termes d’ordre 0 et 1 :

yr—Ay+ay+B-Vy+Vp=vl,+f, V-y=0 dans]0,T[xS,
y=0 sur |0, T[x 09, (5.2)
Ylt=0 = Yo + THo dans €.

Ici, v est le contrdle, yo € L?(Q)N et a € R et B € RY sont constants. De plus, on suppose que 7y est
inconnu mais avec ||Jo|| 2(o)~ = 1 et que 7 est un nombre réel petit. Alors, I'interprétation du systeme
(5.2) est que y est la vitesse des particules d’un fluide incompressible, v est la source localisée (ot on a
acces au fluide), et f est une autre source; enfin, la donnée initiale du fluide est partiellement connue.
Comme on avait dit dans le chapitre précédent, la fonctionnelle (& insensibiliser) la plus utilisée dans la
littérature est la norme L? de I’état. Ici, nous nous intéressons 4 I’'insensibilisation de deux fonctionnelles
correspondantes & la norme L? de I'état (solution de (5.2)) et & la norme L? de son rotationnel (V x y).

On introduit les fonctionnelles :
R N e (5.3)
10, T[xO

o= [[ 9o (5.4)
10,T[xO

et

ou y est la solution de (5.2).
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Notre objectif est de trouver un controle v; tel que
aJi,T
or

pour ¢ = 1,2, ou y; est la solution de (5.2) associée a v;.
On peut démontrer que la condition (5.5) est équivalente & z|;—g = 0 dans €, ol z et w satisfont

(¥i)lr=0 = 0 pour tout gy € L* (N tel que [l L2y =1, (5.5)

wy — Aw+aw+ B-Vw+Vp? =vl, +f, V-w=0 dans]0,T[xQ,

-2zt —Az4+az—B-Vz+Vg=wlp, V-2=0 dans |0, T[x €2,
w=0,2=0 sur |0, T[x 09, (5:6)
Wli=0 = Yo, 2|t=r =0 dans
pour J; et
wy—Aw+aw+B-Vu+Vpl=vl,+f, V-w=0 dans |0, T[x €2,
-z —Az4+az—B-Vz+Vqe=V x ((Vxw)lp), V-z=0 dans]0,T[xS,
w=0,2=0 sur |0, T[x 09, (5.7)
Wli=0 = Yo, 2|t=r =0 dans €

pour Jo. Ici, on a utilisé la notation w = y|,—g et p® = p|,—o.

La contrdlabilité a zéro du systeme (5.6) est donnée dans le théoréeme suivant :

Théoréme 16. Soit m > 3 et yo = 0. Alors, il existe une constante ? > 0 qut ne dépend que de
O, w,0,T,a et B telle que pour tout f € L?(]0,T[xQ)N satisfaisant HeC/tmeLz(]O,T[XQ)N < o0,
existe un contréle vy tel que la solution (w,p, z,q) de (5.6) satisfait z|;—o = 0 dans .

On présente maintenant le résultat pour le systeme (5.7) :
Théoréme 17. Sous les mémes hypothéses du Théoreme 16, il existe un controle vy tel que la solution
(w,p°, z,q) de (5.7) satisfait z|;—o = 0 dans .

On donnera les idées de leur preuve dans les paragraphes suivants.

e D’autres résultats concernant deux systemes de type Stokes couplés peuvent étre obtenus en utili-
sant des techniques analogues a celles des preuves des deux théoremes précédents.

On considere d’abord un probleme ou le couplage dans I’équation controlée est fait a travers un
opérateur d’ordre 2 :

ye — Ay + Pi(x, 6, D)y + Vp = vl, + Pa(x,t; D)z dans 0, T[x9,

z2— Az +epz— (Eo-V)z+Vg=moV xy dans 10, T[x €,

V-y=0, V-z2=0 dans |0, T[x€, (5.8)
y=0, 2=0 sur 0, T[x 09,

Yli=o = yo, zlt=0 = 2" dans €,

ol yo, 2° € H, ey, mg € R, Ey € RN et Pj(x,t; D) est un opérateur différentiel général d’ordre j = 1,2
avec coefficients lipschitziens.

D’un autre coté, soit Q1 (¢, x; D) un opérateur différentiel général d’ordre 1 avec coefficients dans
L>(0,T; W32 (Q)N). On considere le systéme suivant :

ye — Ay + Pi(t,z; D)y + Vp = vl, + Q1(t,z; D)z dans |0, T[x£,

z2—Az+ez— (B -V)z+ Vg=mAy dans ]0, T[x €,

V-y=0, V-z2=0 dans |0, T[x€, (5.9)
y=0, 2=0 sur ]0, T[x 09,

Yli=o = yo, zli=0 = 2" dans €,
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OﬁyOa Z0€H7 el,mleRetEleRN,
Dans les deux cas, 'objectif est de trouver un contréle v tel que

Ylt=r =0, z|lt=r =0 dans Q. (5.10)

La controlabilité & zéro du systeme de Stokes a été démontrée dans [76] comme résultat auxiliaire
pour établir la contrélabilité locale du systéme de Navier-Stokes. Ce résultat a été amélioré dans [?]. Par
contre, il semble que nos résultats sont les premiers qui concernent des systéemes de Stokes couplés.

Nous énongons maintenant les résultats pour les systemes (5.8) et (5.9) :

Théoreme 18. Soit yo, 2° € H. Supposons que les coefficients des opérateurs différentiels Py et Py sont
dans L>(0,T; W2%>=(Q)). Alors, il existe un contréle v € L*(]0, T[x Q)N tel que la solution (y,p,z,q) du
systéme (5.8) satisfait (5.10).

Théoréeme 19. Soit yo, 20 € H. Supposons que les coefficients de l'opérateur Py satisfont les hypothéses
du Théoréme 18 et les coefficients de Q1 appartiennent a L>(0,T; W3 (Q)N). Alors, il existe un
contréle v € L*(]0, T[xQ)N tel que la solution (y,p, z,q) du systéeme (5.9) satisfait (5.10).

Pour les preuves des Théoremes 18 et 19 ainsi que pour quelques remarques concernant des extensions
de ces résultats, on renvoie le lecteur a [67].

5.2 Controles insensibilisants pour le systeme de Stokes
Considérons les problémes adjoints correspondant aux problemes (5.6) et (5.7)

—pr—Ap+ap—B -Vo+Vr=9lp, V-p=0 dans]0,T[xS,

Y —AY+ap+B-V+Vh=0, V-¢p=0 dans 0, T[x (2, (5.11)
¢=0,9v=0 sur |0, T'[x 09,
pli=r =0, Pli=0 = ¢° dans Q
et

—pr—Ap+ap—B -Vo+Vr=Vx(Vx¢)lo), V-o=0 dans]0,T[x0Q,

Y~ MY tap+ BV +Vh=0, V-p=0 dans |0, T[xQ, -~

¢=0,¢v=0 sur |0, T[x 09,

Pli=r =0, P|i=0 = »° dans Q,

ott ° € L2(Q)N. 11 est bien connu que la controlabilité & zéro des systeémes (5.6) et (5.7) est impliquée
par l'inégalité d’observabilité suivante pour les solutions de (5.11) et (5.12) respectivement :

// e~ |2 do dt < c// 0|2 da dt, (5.13)
10,T[x 10, T[xw

pour quelques constantes positives Ca, C' et m indépendantes de 9°.
Avec ces notations, on peut démontrer le résultat suivant :

Proposition 8. Il existe une constante positive C' qui dépend de 2, w et T telle que
IN(S, A ) + 82 // (se™35&3|p|? + 6_330‘*(5*)2_1/7"\V<p|2) dz dt < CE(s, ;) (5.14)
10,T[x2
pour tout s, A > C, ou f(s, ) =1o(s,\;V x ) et

E(s,\;p) = 5516 // e e || da dt
10, T[xXw
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pour les solutions du systeme (5.11) et I(s,\;0) = Io(s, \; V x Aw) et
E(s,\;¢) = 0t1/my4 // e—4sG+2sa” (E)6+1/m|(p|2 dx dit
10, T[xXw

pour les solutions de (5.12).

Remarque 5.1. A partir de l'inégalité de Carleman (5.14), on peut établir de fagon directe l'inégalité

d’observabilité (5.13). En fait, il suffit de combiner des estimations de type énergie pour les fonctions
ey et o1/,

Dans les deux paragraphes qui suivent, on donnera les idées de la preuve de la Proposition 8, pour
les deux systemes (5.11) et (5.12). Dans les deux preuves, on travaille d’abord avec I’équation de v (qui
est indépendante de @) et ensuite on combine des estimations pour les deux équations.

5.2.1 Preuve pour le systéeme (5.11)
Rappelons que v satisfait le probleme
= AYp+ap+B-Vy+Vh=0, V-p=0 dans]0,T[x€,
=0 sur |0, T[x 09, (5.15)
Pl = YO dans .
Pour cette fonction v, on peut démontrer ’estimation suivante :

Lemme 5. Il existe une constante positive K qui dépend de 2 et de wq telle que
Io(s,\;V x 9) < Ks3)\* // e 25|V x | du dt, (5.16)
]O,T[Xwo

pour tout A > K et tout s > K(T?™ +1T™).
Remarque 5.2. En particulier, cette inégalité nous donne la propriété de continuation unique suivante
Vx1=0 dans]0,T[xwo = =0 dans |0, T[xS. (5.17)

Comme dans le cas de la chaleur, il semble que le fait que (5.17) puisse étre quantifié par une inégalité
pour les solutions de (5.15) n’était pas connu.

La preuve du Lemme 5 est basée sur une inégalité de Carleman sur V X ), solution de I’équation
parabolique :

(Vx)y— ANV x¢)+a(Vxy)+B-V(Vxy)=0 dans]0,T[x.

Comme nous n’avons pas de condition au bord pour V X ¢, cette estimation dépend des valeurs au bord
de V x 1. Ce terme sur le bord est ensuite estimé en utilisant des propriétés de régularité du systéme de
Stokes, voir [67] pour tous les détails de la preuve.

On regarde maintenant le systéme en ¢, 1p étant le second membre de son équation. A cette
équation, on applique I'inégalité de Carleman pour le systéme de Stokes démontrée dans [?] :

L(s,)\;go) <C <516/\40 // 6—12sa+9m*(g)16‘<p|2 da dt
10,T[Xwo

4 g15/2)20 //]0 ; Oe—esa+ssa*(@1s/2|w|2 de dt>
,T[x
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pour s, A > C, out L(s, A;-) est donné par

L(s,Aig) = 5" / / 30 (|gu + | Agl?) da dt
10,7

+ sA? //]O . Qe_3sa£|Vg|2dxdt+s?’>\4 //]OT[ Qe—3sag3|g\2dxdt.
X ,T[x

En combinant cette inégalité avec (5.16), on obtient

L(s, X 0) + Io(s,\; V x ¢p) < C <516A40 //] [ e~ 12504950 (Y16),12 gy it
0,T[Xwo

+s3)\4//] . {36_2‘“’|V><1/)|2dxdt>,
0,T[Xwo

pour tout s, A > C'. Enfin, le terme local en V x v peut étre estimée en utilisant son expression explicite :

(5.18)

Vxtyp==Vxp)—ANVXxg)+aV xp—B-V(Vxp) dans |0, T[Xwp. (5.19)

Le point important ici est que dans cette expression on ne voit plus la pression .
La derniere partie de la preuve consiste & absorber toutes les intégrales en ¢ (qui viennent du second
membre de (5.19)) & Paide du terme L(s, \; ¢). Apres quelques lignes de calculs, on arrive & (5.14).

5.2.2 Preuve pour le systéeme (5.12)
De fagon analogue au Lemme 5, on peut démontrer une autre inégalité pour ¢ solution de (5.15) :

Lemme 6. [l existe une constante positive K qui dépend de Q) et de wy telle que

Ii(s, M 0) + Io(s, AV x Ag) < Ks3>\4/ e 23|V x AY|? da dt, (5.20)
WQX(O,T)

pour tout A > K et tout s > K(T?™ +T™), ou

T
[j<57)\;¢) = S(G—j)+(3—j)/m)\4/o o250 (5*)(6—j)+(3—j)/m”wHi’j(Q)N j>3.

L’idée de la preuve du Lemme 6 et d’appliquer une inégalité de Carleman a I’équation de la chaleur
satisfaite par V x Aq :

(Vx AY)y — AV X AY) +a(V x AY)+ B-V(V x Ap) =0 dans 0, T[xQ.

Ceci donne une inégalité avec le terme Ip(s, A; V x At) & gauche, qui est estimé en fonction d’un terme
local en V x A et d’un terme qui tient compte des valeurs au bord de V x A). Ce terme frontiere est
absorbé a l’aide de résultats de régularité pour le systeme de Stokes ainsi que de I'inégalité

1Y z3@yy < CIV x A2y~
pour un certain C' > 0 dépendant de Q.

Maintenant, on regarde ’équation de ¢ et donc on traite V x ((V x ¢)1») comme un second membre.
Dt au manque de régularité du second membre (par exemple, dans L2(0,7; H~1(Q)")), une nouvelle
inégalité de Carleman a été démontrée dans [67] (en appendice) :

s34 // 6735a53|¢|2 do dt + 2\ // e’gsa*(f*)Q’l/m|V<p|2 da dit
10,T[x (0,T)x

< C (816)\40 // e—l?s&-l-gsa* (g)l6|§0|2 dx dt
10,T[xwo

4 g47/4)30 //}0 e 679s&+65a*(é~\>47/4|v x |2 da dt) :
,T[x
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pour s, A > C. En combinant cette inégalité avec (5.20), on obtient

X // (se™35 3| + 7357 (€)™ V|?) dw dt + Io(s, \; V x Av)
10,T[x$2

<C 51640 // 6—123a+93a* (5)16|(P|2 da dt (521)
]07T[><UJ()

+s30\4 // e 2%V x AP dxdt |,
10,T[Xwo
pour tout s, A > C.

La derniere étape consiste & estimer le dernier terme de (5.21), en utilisant ’expression
VxAYp=—(VXxp)—VxAp+aV xp—B-V(V xp) dans |0, T[xwp.

Encore une fois, il est tres important d’avoir une expression de V x A indépendante de la pression.
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Chapitre 6

Résultats supplémentaires

6.1 Controlabilité exacte locale des fluides micropolaires

6.1.1 Introduction

Soit 2 C R? un ouvert connexe et borné & frontiere € suffisamment réguliere. Soit @ C Q un ouvert
(petit) et T' > 0. On désignera par n(z) le vecteur unitaire extérieur a Q au point « € 99Q.
On considere le systeme de controle suivant :

y—Ay+(y-Vy+Vp=V xw+ulp dans ]0, T[x €,
w—Aw—=V(V-w)+ (y- VIw=V xy+uvlp dans]0,T[x0,

V-y=0 dans |0, T[x€, (6.1)
y=0, w=0 sur 10, T[x 09,

y(0) =1 w(0) =w° dans Q.

Ici, y = y(x,t) représente le champ de vitesse du fluide, w = w(x,t) est sa vitesse angulaire et y° et w°
sont la vitesse et la vitesse angulaire respectivement au temps ¢t = 0. Enfin, u et v sont les controles.

A notre connaissance, les fluides micropolaires ont été introduits dans [38]. La différence principale
avec les fluides modélisés par les équations de Navier-Stokes est que 1’on tient compte de la rotation des
particules.

En particulier, le systéme couplé non linéaire (6.1) peut étre utilisé pour modéliser le comportement
de cristaux liquides, de fluides polymériques et du sang (voir, par exemple, [15], [37] et [105]). Ce type
de systemes a été étudié dans [93].

Dans ce paragraphe, on étudie la contrdlabilité exacte locale aux trajectoires de (6.1). Soit donc
(9, P, ) une trajectoire de (6.1) :

U — AT+ G- V)y+Vp=V xw dans |0, T[x €,
W — AT —-V(V-w)+ 7 -V)o=Vx7y dans]0,T[xQ, 62)

V-3=0 dans ]0, T[x €,

=0, w=0 sur |0, T[x092.

On supposera que cette trajectoire est suffisamment réguliere :
7, @€ X := L0, T[xQ) N L*(0,T; H*()) N H' (0, T; L*()). (6.3)
Quant aux conditions initiales, on imposera

(y°,W°) €Y = (H*(Q)NV) x HY (). (6.4)

On dira que (6.1) est localement exactement controlable vers la trajectoire (7,p,w) au temps T s'il
existe 6 > 0 tel que, pour tout y° et w® satisfaisant (6.4) et

(5%, w°) = @(0),@(0))lly <4, (6.5)
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il existe des controles u et v dans L? tels que la solution associée (y, p,w) satisfait
y(T)=9(T) et w(T)=w(T) dans Q. (6.6)

Théoreme 20. Supposons que (§,D,w) satisfait (6.2) et (6.3). Alors, le systéme (6.1) est localement
exactement controlable vers la trajectoire (§,D,w) au temps T, pour tout T > 0.

Remarque 6.1. Evidemment, il serait beaucoup plus intéressant de contrdler (6.1) en n’agissant que
sur I’équation de mouvement. A notre connaissance, méme le probleme (plus simple) de la controlabilité
approchée est ouvert.

On considere le systeme non linéaire auxiliaire suivant :

2 —Dz+((z2+79) - V)z+(z-V)y+ Vg=V X p+ulp dans |0, T[x €,

pt —Dp—=V(V-p)+((24+7)-V)p+(2-V)o =V x z+vlp dans]0,T[xQ,

V-z=0 dans ]0, T[x 12, (6.7)
z=0, p=0 sur 10, T[x 09,

2(0) =29 p(0) = p° dans Q.

Alors, le résultat énoncé dans le Théoreme 20 est réduit & la contrélabilité locale exacte a zéro de (6.7).
Pour démontrer celle-1a, on utilisera alors une stratégie de point fixe.
On introduit les opérateurs

Lz=z—-Az+ (G -V)z+ (2- V)7,

et
Mp=p—Ap—V(V-p)+7-Vp (6.8)

et I’espace
W ={we L>*(]0,T[xQ): V-w=0 dans |0, T[xQ, w € L>=(0,T; H*(Q)), w; € L*(]0,T[xQ)}, (6.9)

ou K > 1/2. Pour chaque w € W, on introduit le systéme linéaire :

Lz+ (w-V)z+Vqg=Vxp+ulp dans ]0, T[x,
Mp+(w-Vp+(2- Vo=V xz+vlp dans|0,T[xQ,

V-z=0 dans |0, T[x €2, (6.10)
z=0, p=0 sur 10, T[x 09,

2(0) = 2% p(0) = p° dans Q.

Dans le paragraphe suivant, on démontrera que pour tout w € W, le probleme adjoint associé a
(6.10) satisfait une inégalité de type Carleman. Enfin, dans le dernier paragraphe on prouvera que si les
données initiales sont suffisamment petites (comme dans (6.5)), il est possible de choisir des controles u
et v et des états (z,q, p) de telle sorte que I'application w — z posséde un point fixe dans W.

6.1.2 Inégalité de Carleman pour le probleme linéarisé

On introduit le systéme adjoint associé & (6.10) :

Lo —(w-V)o+Vr=Vx¢+ (Vy)tw dans |0, T[xQ,

M) —(w-V)p=Vxop dans |0, T'[x €2,

V-p=0 dans |0, T[x €, (6.11)
=0, =0 sur )0, T[x 09,

p(T) =" »(T)=1° dans €,
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ou L*y et M*vy sont donnés par
Lo = —py — Ap — Doy

et
M*p ==y — Ap = V(V -2p) = (7 - V). (6.12)
On introduit les fonctions poids :
2Mn°llse _ oAn°(2) e’ (@)
t) = 7 at = T

(6.13)

ar (1) = max apy,(x,t) = aploa(z,t), Qmn(t) = min o, (z,t),

z€eQ z€eQ

ou m est suffisamment grand.
Dans ce paragraphe, on démontre 1’estimation suivante :

Proposition 9. Supposons que y el w satisfont (6.3) et que w € W. Alors, il existe deux constantes
positives C et X ne dépendant que de Q et de O telles que, pour tout (°,¢°) € H x L?(Q), on a

I(5, 3 9) + (5, Xi ) < T(1 + T2)s'0 / /] o Il ) d (6.14)
0,T[x

pour tout s > 3(\)(T?™~4 +T?™) et tout
N — C/(k—1/2 — _ bY =12 olI?
A2 XA+ F1% + Iy ™ 4 [Blloo + 1@l 20,0y + T AHTIRAHIRIZ)),
ot (@, m, 1) est la solution associée a (6.11) et I(s, A, ,-) est définie dans (4.17).

Nous donnons maintenant les idées de la preuve de cette estimation. On regarde d’abord le systeme
satisfait par v :

-y — AY—V(V-¢) = (+w) V) =V x ¢ dans]0,T[xQ,
P =0 sur 092, (6.15)
Y(T) = YO dans Q.

On applique & 9 'inégalité de Carleman pour ’équation de la chaleur obtenue dans [52]. On regarde
donc le terme V(V - ¢) comme un second membre :

I(s,A;w><c<// e B (V)P dedt+ ol [[ e v dedr
10,T[xQ 10,T[x

+// e~ 25|V p|? dx dt + s> \* // e 25om e 12 dx dt |,
10,T[x % 10,T[x O

pour tout A > C et tout s > C(\)(T?™~1 4+ T?™). En choisissant A > C(||7]|oc + [|w]|e0) et s > CT?™,
on peut absorber la deuxieme intégrale a droite :

I(s,\s9) < C (// e 25m |V(V - ) |? da dt
10,T[xQ

+// e~ 259m|Vp|? dx dt + s> \* // e 25om g3 |2 dx dt | .
10,T[x$2 10,T[xO

Pour estimer la premiere intégrale a droite de (6.16), on applique l'opérateur divergence a 1’équation
satisfaite par v :

(6.16)

—g: —20q =V - (7 +w) - V)¥) dans ]0,T[xQ,
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ol ¢ := V-4. Pour cette équation de la chaleur (sans condition au bord), on utilise I'inégalité de Carleman
obtenue dans [45] :

// 6725057".
10,T[xQ

<C (sl|y+ w3 // e m & |V da di (6.17)
10, T[x2
Jq

2
+52)\2// e*zmvngmqﬁdxdwxl// el P I
10,T[xO 10,T[x 99 on

pour tout A > C et tout s > C(A\)(T?™~! + T?). En combinant (6.16) et (6.17), on arrive &

Vq|? dx dt+52>\2// e 25me2 10|12 da dt
10,T[xQ2

I(s,\¢) < C (A / / e=2samg2 ()26, |2 + |V - y|?) da dt
10,T[xO

, o |0V ) P
+// 6_26am\V<p|2dxdt+)\_1// e~ 25%m ‘M do dt
10,T[x O 10,T[x 00 on

pour tout A > C(1+ ||7]lco + [|w]|oo) et tout s > C(A)(T?™~L +T?m). Dans la prochaine étape, on estime
le terme sur le bord, en utilisant le fait que le poids atteint son minimum sur 99 et qu’il est nul en
t = T. Grace aux propriétés de régularité de I’équation parabolique satisfaite par 1, on obtient, pour
tout € > 0:

//] . Qe—Qsafn (f;)l—Q/M(WJtP + |A1/;|2)dxdt+f(8, X)) < el(s, \; )
0,T[x

+C; (// 6*25am|V(p|2dxdt+52)\2 // 672sam£r2n(5)\2£m|1/)|2 |V 1/)|2)dccdt>
10,79 10,T[xO

pour tout s > C(A\)(T?™~! +T%™) et tout A > C(1 + ||y]|% + Hw||gv/(”_1/2)). Un argument standard de
localisation nour permet d’estimer le terme local en V - 9 :

J[ el + 80P dede + T, w) < <105, %50)
10,T[x

< Cs // 672sam|vw|2 dx dt + 55>\4 // 672sam€75n|1/}|2 dax dt ,
10,T[xQ2 10,T[xO

pour tout s > C(A)(T?™~ 1 + T?™) et tout A > C(1 + ||[y]|% + ||w||g,/5), pour 6 > 0.
Enfin, on regarde le systéme satisfait par ¢ :

—ot —Ap—Dpy—(w-V)p+Vr=Vx¢+ (Vy)w dans]0,T[xQ,

(6.18)

(6.19)

(6.20)

Vop=0 dans 10, T[x €,
=0 sur ]0, T[x 082,
o(T) = ¢° dans €.

Pour ce systéme, on démontre une inégalité de Carleman similaire & celles démontrées dans [49] et dans
[65] :

I(s,\,0) <C <s(1 + [[@)%) // e 2same VY| da dt
10,T[xQ

st /] o€ TR el ¢ ¢2>dxdt> .
,T[x

Voir [47] pour les détails de la preuve. En combinant cette inégalité avec (6.20), on trouve (6.14) pour le
méme choix des parametres s et A.
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6.1.3 Controlabilité locale exacte aux trajectoires de (6.1)

Dans ce paragraphe, on donne les idées de la preuve du Théoreme 20.
On pose R R
ﬁ:: e—4soz+3.sa (5)8
et
Wo :={weW:w(0)=y" dans Q}.

Soit w € W et € > 0. On considere le probleme d’optimisation suivant :

in Jz (0”91
i _ ’\(SD V) ) (6.21)
soumis & (¢%,4°) € H x L?(),

ou

1 .
kww%ww=f/7 n%@F+WPMMﬁ+fM@%me“p+/kw-%+w°w@dx
2 ) jo,rixo Q

et (24, pq) est I'état final du systeme (6.10) avec u = v = 0.
En utilisant l’estimation de Carleman (6.14), il n’est pas difficile de montrer lexistence d’un seul
minimiseur (¢? ,,¢?,,) € H x L*(Q). En fait, en utilisant les arguments de [40], on peut démontrer une

propriété de coercivité :
Ja,w (@07 U)O)

im —_— > .
120 gz 2 =00 [[(905 VO | L2

Désignons par (@z w, ¥e,w) la solution de (6.11) associée & (@2, 92 ,) et soit uc . et vy les deux
controles donnés par
Ue,w ‘= 7/7\2 Yew €6 Voo 1= ;7\2 Ve - (6.22)

On notera (Ze,uw, Tew, Pe,w) la solution associée de (6.10). Alors, en utilisant que (2,92 ,,) est le
minimiseur de J. 4, on obtient directement que

(22,0 (T)s pew(T)) | xr2 < €. (6.23)

De plus, & partir de I'inégalité de Carleman (6.14) et de (6.22), on trouve une estimation uniforme des
controles :

S TRl l? 8 o) e < ) I )
0,T[x

En particulier, comme 772 est borné inférieurement, on a que wuc,, et v., appartiennent a l'espace

L2(0,T; H*(Q)), et U ¢ €t v ¢ appartiennnent & L2(]0, T[x ) avec

1 (tte w5 ve ) 220, 7512(52)) + (e 0,65 Ve w )| 220, 71x02) < Clwllw) 1(°, 0%)lly (6.24)

pour tout € > 0.
On introduit maintenant pour chaque € > 0 'application A, : Wy —— W, donnée par :

Ac(w) =Yew Yw e Wy.

On peut démontrer que cette application possede un point fixe z. dans Wy. On donnera seulement les
idées de la compacité de cette application.

Par un résultat de régularité appliqué au systéme (6.10) on obtient, grace a (6.24), que ze. €
L0, T; W6 (Q)), ye e € L2(0,T; V) et ye wit € L?(0,T5V'), avec des estimations indépendantes de
e. Donc, si w appartient & un borné de Wy, y. . = A-(w) appartient & un compact de W.
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6.2 Controlabilité exacte locale du systeme de Boussinesq

Soit 2 C R? un ouvert connexe et borné a frontiere A€ suffisamment réguliere. Soit w C Q un ouvert
et T'> 0. On désignera par n(x) le vecteur unitaire extérieur a 2 au point x € 9.

Dans ce paragraphe nous présentons des résultats de controlabilité pour le systéeme de Boussinesq
suivant :

y—Ay+(y-Vy+Vp=0g+v1, dans]0,T[xQ,
0, — A0 +y-VO =091, dans |0, T[x€,
V-y=0 dans 10, T[x €, (6.25)
y=0, 6=0 sur |0, T[x 09,
y(0) =4°, 0(0)=0° dans Q,
ou g := (0,0,1) est la gravité. Dans ce systéme, y représente la vitesse des particules du fluide et 6

leur température. La propriété de contrdle qui nous intéresse ici est la contrélabilité locale exacte aux
trajectoires de (6.25). Introduisons donc une trajectoire de ce systéme :

Y~ A7+ (G- V)g+Vp=0g dans]0,T[xQ,

0, —NO+75-VO=0 dans 0, T[xQ,

V.-5=0 dans |0, T[x €2, (6.26)
7=0, 6=0 sur |0, T[x0Q,

5(0) =7°, 0(0)=10" dans .

Dans tout ce qui suit, on supposera que la trajectoire (7,p, ) est suffisamment réguliére, sans préciser
les espaces. On renvoit le lecteur a [65] et [61] pour plus de détails.

La contrdlabilité du systéme de Boussinesq avait déja été étudiée dans [53] et [54], ou1 a été démontré
la controlabilité locale aux trajectoires lorsque le controle agit sur tout le bord 92 ou lorsque 2 est un
tore.

Le résultat principal est le suivant :

Théoreme 21. Soit T > 0 et (7,D,0) une trajectoire réguliére de (6.25). Alors, il existe 6 > 0 tel que si

_o 50
1(5°,0%) — @°,0 )|l Lo xL2() <6,
on peut trouver des contréles (vi,ve) € L*(Q) tels que
y(T,)=0(T,-) =0 dans .

On considere un systeme auxiliaire :

2—Az+(2-V)z+ (G- V)z+(2-V)y+Vg=pg+uv1l, dans]0,T[xQ,
pr—Ap+2-Vp+7-Vp+V-(02)=uwsl, dans |0, T[x€2,

V-z2=0 dans |0, T[x€, (6.27)
z=0, p=0 sur 0, T[x 09,

2(0) =29 p(0) = p° dans Q.

Alors, le résultat énoncé dans le Théoreme 21 est réduit & la controlabilité locale & zéro de (6.27).

6.2.1 Approche directe

Dans ce paragraphe, on décrit la stratégie suivie dans [65].

Le résultat de contrdlabilité locale est une conséquence de 'application du Théoreme d’Inversion
Locale. Cette technique avait déja été utilisée dans [76] et dans [49] pour démontrer la controlabilité
locale aux trajectoires du systeme de Navier-Stokes.
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Dans un premier temps, on considére un systéme linéarisé, obtenu a partir de (6.27), en négligant les
deux termes bilinéaires :

22— Az+ (G- V)z+(2-V)T+Vg=f1 +pg+vl, dans]0,T[xQ,
pr—Dp+7Y-Vp+V-(62) = fo+vol, dans )0, T[x,

V.-z=0 dans 10, T[x€, (6.28)
z=0, p=0 sur 0, T[x 09,

2(0) = 2% p(0) = p° dans €,

ou fi et f2 sont deux fonctions dépendant de x et de ¢ qui décroissent exponentiellement lorsque ¢ — 7.
Pour ce probleme linéaire, 1'objectif est de démontrer ’existence de C' > 0 et de k > 0 tels que si

1S/ T=D"(f1, fo)lvy < +o00 (6.29)

dans un certain espace Yy, alors, il existe deux controles vy et ve tels que la solution de (6.28), non
seulement vaut zéro & 'instant 7" mais en plus satisfait

Yal k
1707 (2, p)ly;, < oo, (6.30)

pour un certain £ €]1/2, 1] et dans un certain espace Y7 a préciser. Ceci nous permettrait ensuite d’appli-
quer I'inversion locale si, par exemple, on obtient (6.29) avec Yy := L?(0,T; W=15(Q))x L2(0, T; H=*(Q))
et (6.30) avec Yy := L*(0,T; L*2(Q)) x L*(0,T; L3()).

L’outil indispensable pour obtenir ce résultat de controlabilité a zéro avec des poids exponentiels
est une inégalité de Carleman obtenue pour le probléme adjoint associé au probléme linéaire (6.28). On
introduit ce probleme adjoint :

—@t — Ap — Doy +Vr=h; +0Vy dans |0, T[xQ,

Yy =AY —y-Vp=ha+p-g dans 10, T[x (2,

V.op=0 dans |0, T[x€2, (6.31)
=0, v=0 sur |0, T[x 09,

o(T)=¢", P(T) =" dans Q.

Ici, Dy désgine le gradient symétrisé

Dy =V + V' (6.32)
Il faut remarquer que, méme si classiquement les problemes adjoints sont homogenes, ici nous sommes
obligés de considérer des second membres h; et hy génériques, car on veut démontrer un résultat plus

fort que la controlabilité a zéro (voir (6.30)).
Cette inégalité de Carleman contiendra les termes globaux

||6_6/(T_t)k —6/(T—t)k¢||L2(

ellz20,rswre ) + lle 0.T:H())

a gauche, estimés en fonction de
sl _+\k sl _+\k
lle £C/(T-t) hillz2qo,rixa) + lle eC/(T-t) hall L2 0 7(x9)

pour un certain ¢ €]¢,1] et en fonction de deux termes locaux en ¢ et 1.

On présente enfin les idées de la preuve de cette inégalité :

e Premierement, on applique l'inégalité de Carleman obtenue dans [52] (équation de la chaleur avec
second membre dans L?(]0,T[x) et conditions au bord de type Dirichlet homogenes) aux équations
satisfaites par ¢ et par .

Cela veut dire que I'on regarde les termes

Doy — V7 + hy + 0V
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et
y-Vo4+ho+p-g

comme des seconds membres. Apres quelques calculs, on obtient une inégalité de la forme

L(g0) < C (// P(haf? + [haf? + |v7r|2>dxdt+// PP + W)dwdt) .
10,T[xQ 10, T[Xw

Les poids p; et p; sont de la forme exp{—C/(T —t)*}, tandis que dans I’expression de I; il y a des termes
globaux en ¢ et en v multipliés par des poids du méme type.

e Deuxiemement, on localise le terme en pression, en utilisant qu’elle satisfait une équation elliptique :
A =V - (Dpy)+V -hy + V- (V).

Ceci est fait a 'aide d’une inégalité de Carleman pour les équations elliptiques qui a été démontrée dans
[77]. La difficulté principale de cette estimation est le fait que les valeurs au bord de 7 ne sont pas
connues. Ceci nous amene a ’estimation suivante :

zlw,w)sc(// P + |hal?) dardt + // (ﬁ%(<p|2+|¢|2)+p2|7r|2)dxdt>- (6.33)
10,T[x2 10, T[xw

e Dans la derniere étape, on estime le terme local de la pression. Dans cette preuve on utilise les propriétés
du poids ainsi que le caractére parabolique de notre équation. Apres quelques pages de calculs (voir [65]
pour tous les détails), on majore le terme de pression par 17 (p, 1)), des termes en |hq|? + |ha|? et des
termes locaux en |p|? + [1)]2.

6.2.2 Approche par un controle fictif

Dans ce paragraphe on décrit 'approche développée dans [61].
Le résultat local de contréle a zéro pour le systéme (6.27) est démontré a l’aide d’un point fixe. On
considere donc le systeéme linéaire suivant :

2z —Az4+V-(a®z24+2®b)+Vqg=—pg+uvil, dans]0,T[xQ,

pt —Ap+ V- (cp)+ V- (2d) = v21, dans |0, T[x,

V-z=0 dans |0, T[x€, (6.34)
z=0, p=0 sur |0, T[x 09,

2(0) =29 p(0) = p° dans Q,

ou les coefficients a, b, ¢, d sont réguliers.

Pour ce systeme linéaire, nous voulons établir la contrélabilité a zéro avec une méthode plus simple
que celle décrite dans le paragraphe précédent. L’idée est de rajouter d’abord un controle a ce systeme
(dans la condition de divergence) pour qu’il soit plus facilement contrdlable & zéro et ensuite d’enlever
ce controle (appelé “controle fictif”) en gardant la propriété de la controlabilité & zéro.

Soit w; un ouvert non vide avec w1 C w et ¢ € C§°(R3) tel que

0<((z) <1, Vzx€R3 ((z)=1, Vz € w;, Supp( C w.
On considere un systeme linéaire avec 3 controles :

2—Az+V-(a®z+20b)+Vqg=—pg+uv1l, dans]0,T[xQ,

pt —Ap+ V- (cp)+ V- (zd) =v32ly, dans |0, T[x€,

V-z=uv3( dans |0, T[x€, (6.35)
z2=0, p=0 sur 10, T[x 09,

2(0) =2 p(0) = p° dans Q.

Pour chaque vy, vg, v3 dans L?(]0, T[x£2), on peut donner un sens a la solution de ce probleme par une
méthode de transposition : (z,p) € L?(]0, T[xQ) x L?(0,T; H (£2)).
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L’existence de controles dans L? tels que la solution précédente est ‘nulle au temps 7" (dans un
certain sense) est une conséquence de I'inégalité de Carleman (6.33). Mais v3 € L?(]0, T[x) ne sera pas
suffisant pour la suite, donc nous devons d’abord améliorer I'inégalité (6.33) de telle sorte que le controle
vg soit plus régulier. Ceci est fait grace, encore une fois, au caractére parabolique de notre systéme. Nous
pouvons ainsi montrer I'existence de contréles o1, v € L2(]0, T[x) et 13 € WHH(0, T; WHH(Q)) (VI > 1)
tels que la solution (Z,q, p) de (6.35) satisfait

2(T,) =p(T,-) =0 dans .

Maintenant, on peut relever le controle vz de la condition de divergence en gardant la nulle contrélabilité
grace au lemme suivant (voir [8]) :

Lemme 7. Soit O C R® un domaine lipschitzien et soit
Ly (0) :={u e L' (0): / udzx = 0}.
O
Alors, pour tout v > 1, il existe un opérateur R € L(Wy"(O) N L§(O); W™ (O)) tel que V - (Rw) = w
dans O pour tout w € Wy (O) N L(0O).

Soit O CC w un ouvert lipschitzien tel que Supp¢ C O. On peut appliquer le lemme précédent a v3¢
car 03¢ € Wy (O) N LY(O) presque partout dans |0, T[. Soit donc

Z(t) := R(v3(t)¢) p.p.t€]o,T].

D’aprés le Lemme 7, on a que Z € W50, T WOQ’Z(O)). On étend Z par zéro a tout 2 et on appelle Z
son extension. Alors, on peut voir qu’en faisant la différence Z — Z, on a résolu le probleme de controle
& zéro pour le probléeme linéaire (6.34). La nouvelle expression des controles est donnée par :

v =01+ 2 —AZ+V-(a®Z+Z®b)

et _
Vg = ,172 + V- (dZ)

Enfin, le passage au probleme non linéaire est fait a travers un point fixe de type Schauder pour les
applications multivaluées.
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Chapitre 7

Résultats de controlabilité pour
I’équation de Burgers

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de contrélabilité pour 1’équation de Burgers
visqueuse.
Soit T' > 0 et w CJ0, 1[ un ouvert non vide. On considere I’equation de Burgers controlée :

Yt = Yao T YYo = vly dans )0, T[x]0, 1],
y<ta 0) =1, y(ta 1) = v, dans ]OvT[v (71)
¥(0,-) = 9o dans 10, 1].

On rappelle que l'on dit que le systéme (7.1) est controlable a zéro au temps T si, pour tout yo, il existe
des contrdles v, v et v tels que la solution y de (7.1) satisfait

y(T,-) =0 dans ]0,1]. (7.2)

Les espaces d’appartenance des données initiales et des controles seront précisés ultérieurement dans
chaque situation.

Le systeme (7.1) surgit comme une simplification 1-D du probleéme de contréle associé au systeme de
Navier-Stokes. Il est bien connu que la solution non contrélée de ce type de systemes décroit exponen-
tiellement, la controlabilité a zéro étant la propriété naturelle a étudier.

Quelques propriétés de controlabilité de (7.1) ont été étudiées dans [52] (voir Chapter 1, Theorems 6.3
et 6.4). En particulier, les auteurs démontrent qu’en n’utilisant que le controle v, on ne peut pas atteindre
des solutions stationnaires de (7.1) avec norme L? suffisamment grande, méme de facon approchée. Un
autre résultat similaire est montré dans [35].

Dans le travail [24] 'auteur démontre que, & 1’aide des controles v et v, on peut conduire la solution
de (7.1) de yo = 0 vers des contantes M suffisamment grandes (en fonction de T' > 0). Plus récemment,
la controlabilité exacte a été établie dans [19] & Paide de vy, vy et v = v(t).

Enfin, quelques résultats concernant l’ensemble d’états atteignables de ’équation de Burgers non
visqueuse sont démontrés dans [75]; d’autres résultats dans ce sens ont été donnés dans [3].

7.1 Résultats négatifs de controlabilité

Nous présentons ici deux résultats de non-contrdlabilité & zéro pour le systéme (7.1). Dans le premier,
on pose v; = v3 = 0 et dans le deuxiéme on pose v = 0. Evidemment, le deuxieme résultat améliore
le premier mais nous avons choisi de présenter les deux car leur preuves sont de nature completement
différentes.
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7.1.1 Non contrdlabilité de I’équation de Burgers un controéle interne
On considere ’équation de Burgers avec un controle distribué :
Yt — Yoo + YYo = vl,  dans ]0,T[x]0,1],
y(t,0) =0, y(t,1) =0 dans 0,7, (7.3)
y(0,) = yo dans |0, 1].
Pour chaque yo € L%(0, 1), soit
T(yo) =1inf{T > 0:(7.3) est contrélable & zéro au temps T }.

Pour chaque r > 0, on pose
T(r) =sup{ T(y°) : lyollL2(0,1) < 7 }-
La non-contrdlabilité & zéro de (7.3) est traduite par T'(r) > 0. Dans la suite, on établira une estima-
tion inférieure de T'(r) quand r — 0. Plus précisément, soit

1

:log%'

(r)

Nous présentons maintenant le résultat principal (voir [48]) :

Théoréme 22. [l existe une constante Cy > 0 indépendante de r telle que
Cop(r) <T(r) lorsque r— 0. (7.4)
Remarque 7.1. Le méme résultat est vrai avec vy =v =0 ou avec v = v =0 dans (7.1).

Remarque 7.2. Dans [48], il est démontré que T(r) < Cy1d(r) lorsque r — 0T, pour une certaine
constante C1 > 0. L’estimation donnée dans le Théoréme 22 est donc optimale.

Nous donnons maintenant les idées de la preuve du Théoreme 22.

Soit poy €]0, 1] tel que ]0, po[Nw = @ (sinon, on aura ]pg, 1[Nw = @ et la preuve est analogue). Dans
tout ce qui suit, on supposera que pg est suffisamment petit mais satisfaisant 0 < (log(log(1/7)))~* < po.
Soit maintenant yo € L?(0,1) avec yo(x) = —r pour tout = €]0, pp[ et soit y la solution associée & (7.3).

En cherchant un majorant de y, on introduit la fonction

2 1
-+
t po—x

Z@w>:am{—(r—f%@r@”@f@ﬁ } ¥(t, 2) €]0, Cod(r) 10, pol,

ol p1 = dgpo avec 0 < §p < 1 et Cy > 0 est une constante qui sera fixée plus tard. Cette fonction est
strictement positive et satisfait Z(t, pp) = +o00 et Z(0,-) = 0. De plus, on peut démontrer qu’elle est une

sur-solution :
Zy — Zpw+ ZZ, >0 dans |0, Coe(r)[x]0, pol. (7.5)

On renvoit le lecteur & [48] pour tous les détails de la preuve.
On pose aussi w(t, z) = Z(t,z) — y(t, z). Alors, w satisfait
Wt — Wgg + ZZz — YYz > 0 dans ]07 COQS(T)[X]()»PO[»
w(t,0) >0, w(t,pp)=-+oc dans ]0,Cop(r)], (7.6)
w(0,-) =7 dans 10, pol.

On multiplie 'équation de w par —w™ et on intégre dans |0, po| :
1 d PO 5 PO 1 PO
-— “’d Pde=—2 | Zyjw |?da. 7.7
s ) o Pdes [Curpae = =5 [z P as (77)
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D’apres I'expression de Z,,, on voit que Z,, > 0 pour = € [p1, po[. De plus, Z, est borné dans |0, Co¢(r)[%]0, p1]
par une constante qui ne dépend que de py et de p;. Par conséquent, le Lemme de Gronwall nous donne

y<Z dans 0, Cod(r)[x]0, pol. (78)
On introduit un systéme auxiliaire :
Ut — Ugg + ULy = 0 dans ]0, Coo(r)[x]0, p1],
w(t,0) = u(t,p1) = Z(t,p1) dans ]0,Coe(r)], (7.9)
u(0,) = =7 (") dans 0, p1 [,

ou 7 est une fonction réguliére satisfaisant
7(z) = r pour tout x €]dp1, (1 — d)p1[ avec d €]0,1/4],
7(0) = #(p1) = 0 =7"(0) = #(p1)

et
—r< -7 <0, |[F|<Cr et || <C dans 0,p1], (7.10)

ou C = C(p;1) est indépendant de r.
D’aprés 'expression de Z, on voit facilement que

y <u dans ]0,Co¢(r)[x]O0, p1[. (7.11)

Dans le lemme suivant on présente quelques estimations a priori pour la solution de (7.9) :
Lemme 8. Les estimations suivantes sont satisfaites :

lul < Cr et |ug| < Crt/?  dans 10, Coo(r)[x]0, p1], (7.12)
ou C' est indépendant de r.

Une conséquence immédiate de (7.12) est
Uy — Ugy < C*r®% dans |0, Cop(r)[x]0, p1|
pour un certain C* > 0 indépendant de . On pose maintenant
p(t) = C*r3/%t —

et
Q(JU, t) = C(ef(ﬂ?*(ﬂl/4))2/4t 4 ei(Iig(p1/4))2/4t)

pour (t,z) €]0, Cop(r)[x]p1/4,3p1/4], avec ¢ > 0 & déterminer.
Soit enfin b := u — p — ¢, qui satisfait

b — bgy <0 dans |0, Coo(r)[X]p1/4,3p1 /4],
b(t,p1/4) < bi(t)  dans ]0,Cop(r)],

b(t, 3p1/4) <b1(t) dans]0,Coo(r)],

b(0,-) = dans |p1/4,3p1/4],

(7.13)

ol
bi(t)=Z(t,p1) — Cr3/ %t +r —c(1+ e_p?/(lﬁt)).

On choisit la constante ¢ suffisamment grande pour avoir
Z(t,p1) — C 32t 4 — (14 e_p%/(lﬁt)) <0 Vte€lo,Cop(r)]

ce qui implique, en particulier,
P1 P1 p1 P1 *,.3/2
t, — t, — t,—)=2 C t—
u(t, 2 < p(t.2) + (0. 22) = cexp<64t)+ P2y

On conclut qu'il existe deux constantes Cy > 0 et Cp > 0 telles que u(t, &) < —Cjr, Vt €]0, Cop(r)][.
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7.1.2 Non controlabilité de Burgers avec deux controdles frontieres

On consideére ’équation de Burgers avec deux controles au bord :

Yt — Yoo T YYe =0 dans |0, T'[x]0, 1],
y(t,0) = vy, y(t,1) =ve dans ]0,T7, (7.14)
y(0,) = yo dans 0, 1[.

On présente le résultat principal (voir [68]) :

Théoreme 23. Il existe T > 0 et yo € H'(0,1) tels que, pour tout vy, vo € H3/*(0,T) satisfaisant
les conditions de compatibilité v1(0) = yo(0) et v2(0) = yo(1), la solution y € L2(0,T;H%(0,1)) N
HY(0,T;L?(0,1)) de (7.14) satisfait

ly(T, ) & 0,1y > Cs >0, (7.15)
avec C5(T,yo) > 0 une constante.

Remarque 7.3. Dans [68], il est aussi démontré la non-contrélabilité exacte en temps grand : pour
chaque T > 0, il existe une condition initiale yo € H'(0,1) et une cible y; € H(0,1) telles que, pour
tout vy, vy € H3*(0,T) satisfaisant v1(0) = yo(0) et v2(0) = yo(1), la solution y € L*(0,T; H?(0,1)) N
HY(0,T;L?(0,1)) de (7.14) satisfait

ly(T,-) = y1( )l 0,1) = Cs > 0, (7.16)
avec Cg(T,yo,y1) > 0 une constante.

Pour démontrer le Théoreme 23, on prouve d’abord que le probleme de la contrélabilité a zéro pour
I’équation de Burgers peut étre formulé de facon équivalente comme un probleme de controle exacte pour
I’équation de la chaleur avec restrictions sur les controles. De fait, en appliquant une transformation de
type Hopf-Cole, on arrive au probleme suivant :

ht —hgz =0 dans |0, T'[x]0, 1],
h(t,0) = v7(t), h(t,1) =wvg(t) dans]0,T7, (7.17)
h(0,-) = ho(+) dans ]0, 1].

11 est démontré dans [68] que le probléme de contrdle & zéro pour I’équation de Burgers formulé dans les
espaces de ’énoncé du Théoreme 23 est équivalent au probléeme de contrélabilité suivant :

Pour tout hg € H?(0,1) avec ho(z) > 0 dans ]0, 1] et ho(0) = 1, il existe
une constante K > 0 et deux controles 0 < vr(t), vs(t) € H(0,T) tels que la solution (7.18)
h € L*(0,T; H3(0,1)) N HY(0,T; H'(0,1)) de (7.17) satisfait h(T,z) = K dans ]0,1].

Montrons enfin que cette propriété sur h n’est pas vraie. On aura besoin d’un résultat local classique
pour I’équation de la chaleur :

Lemme 9. Soit 0 < & < & < & < 1. Alors, pour chaque 6 > 0 il existe un temps T* = T*(0) > 0 tel
que la solution de l’équation de la chaleur rétrograde

—Up — Uz =0 dans 10, T*[x]0, 1],
Ut,0)=U(1) =0 dans |0, T*], (7.19)
U(T*,-) = ¢y — 00, + e,  dans ]0,1]

satisfait
Uy (t,0) >0 et Ugy(t,1) <0 Vte€]0,T7[.
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Dans le lemme précédent, on a noté §, la masse de dirac au point x.

Nous démontrons le Théoreme 23 par contradiction. On suppose donc que pour tout T > 0 et tout
ho € H%(0,1) avec hg > 0 et ho(0) = 1, il existe une constante K > 0 et deux contréles 0 < v; € H(0,T)
et 0 < 0o(t) € HY(0,T) tels que la solution de (7.17) satisfait

hT,z) = K dans ]0,1].

Soit U la fonction donnée par le Lemme 9 pour un certain 6 > 2. Cette solution est définie jusqu’au
temps ¢t = T*. En multipliant ’équation de h par U et en intégrant sur |0, 7*[x]0, 1], on obtient

_ /T* (Ua(£,0) 51 (t) — Uy (£, 1) Ta(t)) dt + K (2 — ) — /1 U(0,z) ho(z) dz = 0 (7.20)
0 0

pour tout hg € H?(0,1). On remarque que les deux premiers termes sont négatifs.
Comme la dérivée normale de U est négative et U satisfait des conditions au bord homogenes de type
Dirichlet, il existe 6 > 0 tel que

UQ,z) >dx Vz€l0,6] et U0,z)>d(1—x) Yee]l—4,1]

Alors, on peut démontrer que I'on peut choisir des conditions initiales hg € H?(0,1) positives avec
ho(0) =1 et telles que

1
- / U(0, 2) ho() dz < 0.
0
On renvoit le lecteur & [68] pour plus de détails.

Ceci contredit l'identité (7.20).

7.2 Controlabilité de I’équation de Burgers vers les constantes
non nulles

Dans cette section on travaillera avec le méme systéeme de controle que dans le paragraphe précédent :

Ut — VUgy + Uty =0 dans |0, T'[x]0, 1],
u(t,0) = vy, u(t,1) =ve dans]0,T7, (7.21)
u(0,) = ug dans |0, 1],

avec v > 0. Le résultat principal de cette partie du mémoire établie la controlabilité exacte vers les
constantes, uniformément par rapport a v > 0 (voir [56]) :

Théoreme 24. I existe une constante ag > 1 telle que pour tout M € R\ {0} il existe vy > 0 tel que
pour tout ug € L>(0,1), tout T > ap/| M| et tout v €]0, [ il existe deux contréles vy et vy satisfaisant
les propriétés suivantes :

o ||vY ]| €t ||VY|loo sont uniformément bornés pour v €]0, vg].
e La solution u de (7.21) satisfait uw(T,-) = M dans ]0,1][.

Le preuve est divisée en deux parties, correspondantes aux deux propositions suivantes :

Proposition 10. I existe deux constantes oy > 1 et v > 0 telles que : pour tout ug € L>(0,1), pour
tout N € R avec |N| suffisamment grand (en fonction de ||ugl|so) €t tout v €]0, v1[ il existe deux contréles
wy et wy dans L>=(0,T1), ou Ty = a1/|N|, satisfaisant les propriétés suivantes :

o ||wY]lco sOnt ||Wh]|eo sSONE boTNés uniformément pour v € [0,14].

e La solution associée u satisfait u—r, = N dans ]0,1].

Proposition 11. La conclusion du Théoreme 24 est vraie lorsque M > 0 et uy est une constante
suffisarmment grande par rapport a M.
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Dans la suite, on donnera quelques indications de la preuve de la Proposition 10.

L’objectif est de s’approcher arbitrairement de N pour ensuite appliquer un résultat de controlabilité
locale (voir Proposition 12 ci-dessous). Le résultat de controlabilité approchée est donné dans le lemme
suivant :

Lemme 10. Pour ug € L*°(0,1), on peut trouver N > 0 suffisamment grand tel que pour tout v > 0,
on peut trouver des contréles vy et vy tels que la solution de (7.21) satisfait :

[u(t,-) = N|| < (luollc + N/2) V(8 (7.22)
ult, L>=(0,1) = {[[U0]lco €xXp 160 N s .
pour toutt > 0 et
N2 3N? 8
. oo < (C— . _ .
lluz (t, ) Lo 0,1) < C y exp{ 160 <t N)} (7.23)

pour tout t > 8/N et un certain C' > 0. De plus, les contréles satisfont :
max(||vi |z (0,1), |v2/lL0,7)) < N. (7.24)

Pour la preuve de ce lemme, on introduit des profils d’ondes progressives de (7.21) :

Ul(y)

U-+ut U--U" U--U*t
UTHUT UV (U ),

2 v

ol Yo est arbitraire (le centre de 'onde).
Soit u la solution de I’équation de Burgers sur R avec condition initiale

N pour z < 0,
w(0,2) = ¢ up(z) pour 0 <z <1, (7.25)
0 pour z > 1.
On pose aussi @ 'onde progressive avec U~ = N et UT = —2||ug||oo, initialement centrée en yo, si ug Z 0.
Si ug = 0, on peut prendre U, := —N/4 par exemple.

On fait un choix particulier pour gy, dans le cas ug Z0 :
v tanh ( N )
Yo = ———————arctanh (| — ||
N + 2[Juol| N + 2[Juol|

ce qui implique, grace au principe de comparaison, que %(t,z) < u(t,z) < N dans RT x R.
Pour N suffisamment grand, nous avons yg > —1 et N — 2||ug||oc > N/2. En utilisant 'expression
explicite de %, nous obtenons

N —3N? 8
Y —_N>_|— e . .
u(t,x) > (2 + ||u0||oo)e p{ 160 (t )}

Comme u(t,x) — N < 0 on déduit (7.22).

Pour démontrer lestimation (7.23), on utilise une expression explicite de u, en fonction de w.

Dans la derniere étape, on démontre un résultat de contrélabilité (locale) exacte, uniforme en v, pour
un temps 7' = O(1/N) :

Proposition 12. Supposons que ug € WH°(0,1) et qu’il existe Ko > 0 tel que

luo = Nllwr. 0.1y < e 0N/, (7.26)
Alors, on peut trouver deux contréles vy et vy tels que la solution de (7.21) satisfait, pour T = a“N_Q,
uli=r = N dans 10, 1]. (7.27)

De plus, les contriles satisfont une estimation indépendante de v €]0,vq| :
max(|[vy|[wr.e 0,1 [[v2|lwree0,7)) < 2N. (7.28)

Tous les détails de la preuve de ce résultat sont donnés dans [56].
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Chapitre 8

Controlabilité du systeme de
Navier-Stokes N-dimensionnel avec
N — 1 controles scalaires

Dans ce chapitre, nous présentons deux résultats de controlabilité pour I’équation de Stokes et de
Navier-Stokes respectivement, avec un nombre réduit de controles. Le premier résultat a lieu sur un
domaine borné en dimension 2 ou 3 et le deuxiéme sur un tore.

8.1 Controlabilité a zéro du systeme de Stokes N-dimensionel
avec N — 1 controles scalaires

Soit T > 0, @ C RN (N = 2,3) un ouvert borné et régulier et w CC Q un ouvert. On travaille avec
le systeme de Stokes avec conditions au bord de type Dirichlet :

ye — Ay + Vp =wvl, dans]0,T[xQ,

V-y=0 dans ]0, T[x €,

(8.1)
y=0 sur 10, T[x 09,
Yo = Yo dans €,

ol yp € H. On rappelle que l'espace H a été introduit dans (5.1).

La controlabilité a zéro de ce systéme a été démontrée dans [76]. L’objectif principal est de démontrer
que (8.1) est controlable & zéro par lintermediaire de N — 1 contrdles scalaires, c¢’est-a-dire, lorsque
v; = 0 pour un certain 7 € {1,---, N}. Ce résultat a été démontré dans [50] quand @ N JQ # 0. Ici, nous
démontrons le méme résultat sans aucune hypothese sur I'ouvert de controle w.

On énonce le résultat principal ([27]) :

Théoréme 25. Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de ) et w telle que, pour tout yo € H
et touti € {1,---, N}, il existe un contréle v € L*(]0,T[xQ) avec v; = 0 dans |0, T[x2, satisfaisant

9
[0l 220,710 < €“UH T lyol L2

et tel que la solution y de (8.1) satisfait
Y=r = 0 dans Q.

Remarque 8.1. Dans [89)], il est démontré qu’il existe des ouverts lipschitziens, connexes et non vides
Q de R? tels que, méme avec w := 2, la contrélabilité a zéro de (8.1) n'est pas vraie avec des contréles
ayant une seule composante non nulle. Voir aussi [36] pour le cas d’un tore.
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Dans la preuve du Théoreme 25, pour fixer les idées, on se placera en dimension 2. La preuve en
dimension 3 est la méme. On introduit le probleme adjoint :

—pr —Ap+Vr =0 dans|0,T[xQ,

V-p=0 dans |0, T[x€2,
p=0 sur |0, T[x 09,
Plt=T = PT dans €,

avec pp € H. Alors, le résultat énoncé dans le Théoreme 25 est équivalent a I'inégalité d’observabilité :

2
9
[ oo ae<ecam S [ o paras, (3.2)
Q 10,T[xw
avec C' > 0 ne dépendant que de € et de w.

J=1,3#i
Cette inégalité sera une conséquence directe d’une inégalite de type Carleman. On considere des
fonctions poids :

exp{20A[11°[lso } — exp{A(18]n°|loc + n° (%))}
(T — t)? ’

a(t,z) =

0 0 (8.3)
eAA8[7° loo+n° ()
o (t) = max a(t, ), t,x) = - - , () = miné&(t, x).
() =maxa(t.o). €)= gape— €0)=mng(t.o)
Ici, n° € C?() satisfait
|Vn°| >0 dans Q\wp, 7° >0 dansQ et 7°=0 sur 99, (8.4)
oll wp est un ouvert non vide de R? tel que Wy C w.
Fixons, par exemple, i = 2. On donne 'inégalité de Carleman :
Proposition 13. I existe une constante positive C' ne dépendant que de € et de w telle que
88)\10 // e—230¢£8|(p1‘2dtdx+ 86)\8 // e—2sa* (f*)6|(p2‘2dtdl’
10,T[x 10,T[xQ (8.5)

< Cs7AY // e 2y Pdt du,
10, T[xw

pour tout s > C(T° + T'8) et tout A > C.
On applique lopérateur VA = (914, 92 A) a Péquation de ¢;. En posant ¢ := VAp; € R? on a
Y1, + A =0 dans 10, T[x Q. (8.6)

On applique 'inégalité de Carleman démontrée dans [45] & 1)y :

Iw(sv)\;wl) < C 53>\4 // 6_2sa53|w1‘2dtd$+ S)\// e—2sa*£*
10,T[xwo 10,T[x 89

pour tout A > C et tout s > C(T° + T%).
La preuve de (8.5) est faite en 3 étapes :

!

n

2
do dt) . (8.7)

e On minore I, (s, A\;¢1) par le membre de gauche de (8.5).
En utilisant des propriétés de la fonction poids, on peut minorer le gradient d’une fonction par la
fonction elle méme :

sONC // e85 | Ay |2dt dor — O's® \O // e85 | Ay |2dt do,
10,7[xQ 10,T[xwo

< Os3N\? //}0 . Qe*2w§3|¢1\2dtdx,
T %
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pour tout A > C et tout s > CT'8. Maintenant, on utilise I'inégalité de Carleman classique pour le
laplacien pour obtenir des termes en |¢1|? et [Vip1|?. Aprés quelques simplifications, on obtient :

sSAT0 // e 2o P dt da + sON° // e 20|V [ dt dx
10,T[x 10,T[x

+5°\° // e 2| Ay Pdtde < C | s°A? // e 2583 |y P dt du (8.9)
10,T[xQ 10,T[xQ

+s8A10 //}0 . e 259E8 || dt dx + P\ //]0 . e 25 A |2 dt dm) ,
A Xwo » 4 [ Xwo

pour tout s > C(T? + T*®) et tout A > C.
Enfin, on utilise la condition de divergence nulle pour estimer 5 en fonction de ¢y :

86/\8 // 6—250(* (f*)6|§02|2 dt dx < 36)\8 // 672sa£6|V(p1|2 dt dz. (810)
10,T[xQ 10,T[x$

e Dans une deuxiéme étape, on majore la dérivée normale qui apparait au second membre de (8.7).
On pose
p:=01(t)p et T:=01(t)m,

avec 601(T) = 0. On a alors le systeéme suivant :

—pr — AP+ VT = —014p dans |0,T[xQ,

V-g=0 dans |0, T[x €,
. (8.11)
=0 sur 10, T[x 09,
(;5‘,5:1" =0 dans €.
En utilisant des résultats de régularité pour le systeme de Stokes, on arrive a :
. VAL || R
12N 2o (g /2 m L < OlISN 2 (€0l Raqorixy (812)
L2(]0,T[x Q)
pour tout A > C et tout s > CT?. Voir [27] pour plus de détails.
Avec les deux premieres étapes, on a :
$S)\10 // 672sa§8|<p1|2 dtdx + 828 // 672304* (5*)6|<P2|2 dt dr
10,T[x % 10,T[xQ
sA\? // e (|A%p1 |2 + s2AZEE VAR |2 + s*]AE Ay |2) dt dx
10,T[xQ
(8.13)

< C [ sBA0 // 6_250‘§8\<p1|2 dt dx + s°\8 // 6_25“£5|A301|2 dt dx
]O,T[Xwo ]O,T[Xwo

+s2A //] [ 6_23“£3|VA9012dtdm>7
0,T[Xwo

pour tout s > C(T? + T'¥) et tout A > C.

e Dans la derniére étape, on utilise les techniques habituelles de localisation pour majorer les termes

locaux de (8.13) en fonction de |¢1|? et des intégrales qui peuvent étre absorbées par la partie gauche de
(8.13).
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8.2 Controlabilité locale a zéro de Navier-Stokes sur le tore avec
un controle scalaire

Soit T > 0, Ly > 0 et Ly > 0 et soit Ty le tore (R/L1Z) x (R/L2Z). On considere le systeme de

Navier-Stokes :
Yy —Ay+ (y-V)y+Vp = (v1,0)l, dans]0,T[xTs,

V-y=0 dans |0, T[xTa, (8.14)
y(0,2) = 3°(2) dans T,

On introduit les espaces
H:={y=(y1,y2) € L*(T2)*: V -y =0} (8.15)

et

Ho = {y = (y17y2) € H: deI = 0} . (816)

T2

On peut voir facilement que 'espace Hy est invariant pour le systéme de controle (8.14), c’est-a-dire,
pour tout y° € Hy et tout v; € L2(]0,T[xTy), la solution y de (8.14) satisfait y(t,-) € Hy pour tout
te[0,T].

Notre résultat principal est la controlabilité locale de (8.14) dans Hy (voir [28]) :

Théoréme 26. Pour tout T > 0 et tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout y° € Hy satisfaisant
90 L2(ra)2 < m, il existe un controle vi € L*(]0,T[xTs) avec |[v1|lr2qo,rxTy) < € tel que la solution
y € L%(0,T; HY(T3))2 N HY(0,T; H1(T3))? de (8.14) satisfait

y(T,-) =0 dans Ts. (8.17)
Pour avoir une idée de la difficulté de controler ce systeme, regardons le probleme linéarisé autour de
7€ro :

Yyt — Ay + Vp = (v1,0)1, dans |0, T[xTs,
(8.18)

V-y=0 dans ]0, T[x Ts.

Comme pour le probléme non linéaire (8.14), 'espace Hy est invariant pour (8.18). Par contre, le systéme
linéaire (8.18) n’est pas controlable dans 'espace Hy. En fait, soit n € Z, (A, \2) € R? et ¢ € C*°(Ty)
donné par

2 2
C(z1,22) := N1 sin< n;'m) + Ag cos < n;/m:1> , V(x1,29) € To. (8.19)
1 1

On multiplie la deuxiéme équation de (8.18) par ¢. En intégrant cette nouvelle identité sur Ty, on arrive
a

2.2

d nemw
o Cyadz = —
dt Jr, L: Jr,

Cyadx (8.20)
quelque soit le controle v1. En particulier,
([ e #0) = (ir ) 20).
2

Cela veut dire que 'on doit se servir du terme non linéaire (y - V)y dans (8.14) pour démontrer le
Théoreme 26.

La stratégie que I’on utilise est la méthode du retour qui a été introduite dans [22]. Dans notre cadre,
on doit trouver une trajectoire y de (8.14) telle que

1. le systéme de contrdle linéarisé autour de 7 soit controlable & zéro (dans Hy),

2. la trajectoire g satisfasse 5(0,-) = g(T,-) = 0.
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Une fois la trajectoire construite, la preuve de la controlabilité du probléeme linéaire autour de 7 est
faite en deux temps :

e On démontre que ce systéme linéaire est controlable a zéro avec des controles ayant deux composantes

non nulles mais avec la restriction que la deuxieme composante du controle ait une moyenne nulle sur
Ts,.

e On élimine la deuxiéme composante du controle, en gardant la propriété de nulle controlabilité. Ceci
est fait algébriquement.

La derniere étape consiste a appliquer le Théoreme d’Inversion Locale pour passer au probléme non
linéaire.

Tous les détails de la preuve du Théoréme 26 peuvent étre trouvés dans [28].
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Chapitre 9

Un résultat de régularité pour un
systeme fluide-solide associé aux
équations de Navier-Stokes
compressibles

9.1 Introduction

Nous nous sommes intéressés a un systéme couplé d’une structure rigide et un fluide visqueux com-
pressible qui 'entoure dans un domaine régulier et borné Q C R3. Au temps ¢, on note Q5(t) le domaine
occupé par le solide et Qg (t) := Q\ Qg(t) le domaine occupé par le fluide. La vitesse et la densité du
fluide satisfont les équations de Navier-Stokes compressibles : pour tout ¢ €]0,T[ et tout = € Qg (t), on a

{ (pr + V- (pu))(t,z) =0,
(pue + (- FYu)(t,) — ¥ - Que(n) + (3 - u)Td)(t,2) + Vp(t, 2) =0,

(9.1)

ol €(u) := 3(Vu + Vu') est le gradient symétrique et y, 1/ € R satisfont
w>0, p >0.
Nous supposons que la pression est donnée par
p:=P(p) ot P € C®(RY), P(p) >0 et P'(p) >0Vp>0.

Beaucoup de travaux ont été consacrés a ’étude des équations de Navier-Stokes compressibles. Pour
une liste exhaustive de références, on pourra consulter les livres [44] et [91]. Un résultat d’existence locale
en temps et d’unicité de solutions régulieres a été démontré dans [107]. Pour les fluides isentropiques
(P(p) = p" avec v > 0), les travaux [72] pour v = 1 et [73] pour v > 1 montrent l’existence global de
solution faible pour des données petites. Le premier résultat global d’existence pour des données grandes
a été démontré dans [90] avec v > 9/5 en dimension N = 3 et avec v > N/2 pour N > 4. Ces hypotheses
sur 7 ont été améliorées dans [42] qui a obtenu le méme résultat avec v > N/2 pour N > 3.

On décrit maintenant le mouvement de la structure. Au temps ¢, le mouvement de la structure rigide
est donné par la position a(t) € R® du centre de masse et par une matrice (orthogonale) de rotation
Q(t) € M3x3(R). Sans perte de généralité, on peut supposer que

a(0) =0 et Q(0) = Id. (9.2)
Au temps ¢, le domaine Qg(t) est défini par

Qs(t) = xs(t,2s(0)), (9.3)
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ou xg désigne le flot associé au mouvement de la structure :
xs(t,y) = a(t) + Q(t)y, Yy € Qs(0), Vt > 0. (9.4)
On remarque que, pour chaque t > 0, xs(t,-) : 2g(0) — Qg(t) est inversible et
xs(t, )7 (z) = Q) (z — alt)), Vo € Qs(?).
De plus, la vitesse Eulerienne de la structure est donnée par
(xs)e(t ) o xs(t, )~ Ha) = a(t) + Q)QH) " ( — a(t)), Vo € Qs(1).

Comme Q(t)Q(t)~! est anti-symétrique, pour chaque ¢ > 0, on peut représenter cette matrice par un
seul vecteur w(t) € R? tel que

QQM) 'y = w(t) Ay, Yy € R,
Inversement, si w appartient & L?(0, 7)), il existe une seule matrice Q@ € H'(0,T) telle que Q(0) = Id et
qui satisfait cette formule. Par conséquent, la vitesse eulerienne ug est donnée par

us(t,z) = a(t) + w(t) A (z — a(t)), Vo € Qs(t). (9.5)

On désigne par m > 0 la masse de la structure rigide et J(t) € M3x3(R) son tenseur d’inertie au temps
t. Ce tenseur est donné par

son-b= | s QW) - G QOdy bR (9.6)

ol pg,s > 0 est la densité initiale de la structure. On peut démontrer aisément que
J(t)b-b > Cy[b|*> > 0 for all b€ R*\ {0}, (9.7)

ou C; est indépendant de ¢t > 0. Les équations du mouvement de la structure sont, pour chaque ¢t € (0,7,

mi = / (2ue(u) + ¢/ (V - u)Id — pId)n dy,
0Qs(t) (9 8)

so= () nw [ (@) (new) + 4 (7 w)rd—pld)n) dy

Dans ces équations, n est le vecteur unitaire extérieur a 02g(¢). Sur le bord du fluide, la vitesse eulerienne
doit satisfaire une condition de non-glissement. On a donc, pour tout ¢t > 0,

u(t,z) = 0,Vz € 0Q, (9.9)
u(t,z) = a(t) + w(t) A (z —a(t), Yo € 9Q5(t). ’
Ce systeme est complété par des conditions initiales :
u(0,-) = up dans Qg(0), p(0, ) = pg dans Qr(0), a(0) =0, a(0) = ag, w(0) = wo, (9.10)
qui satisfont
ap, wo € R3, Po, Uo € H3(QF(0))7 po(.%‘) >0,V e QF(O) (911)
Quelques conditions de compatibilité seront aussi nécessaires :
ug = ag + wo Az sur 00g(0), wuy = 0 sur 9N (9.12)
et
1 , 1 1 ,
LV - Que(uo) + 1 (V - uo)[d) — —VP(pg) = — (2pe(uo) + ' (V - uo)Id — Plpo) Idyn dy
Po Po m Joas(0)

+(J(0)"H(J(0)wo) Awo) Az + J(0)! </a x A ((2ue(ug) + 1/ (V - ug)Id — P(po)Id)n) d7> Az

Q5(0)

Fwo A (wg Azx)  sur 9Qg(0),

V- (2ue(ug) + (' (V - ug)Id) — VP(pg) = 0 sur 0.
(9.13)
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La littérature des problemes de fluide-structure est tres vaste. La plupart des travaux concernent les
fluides incompressibles modélisés par les équations de Navier-Stokes incompressibles. Pour le couplage
d’un fluide incompressible et d’une structure rigide, on peut se référer & [64] ou il est montré I'existence
locale en temps des solutions faibles, et les travaux [21] et [33] (avec densité variable) qui démontrent
I'existence globale de solutions faibles. Par “existence globale”, on entend que la solution existe tant
qu’il n’y a pas de choc entre une structure et le bord extérieur ou entre deux structures. Dans [104] les
auteurs montrent ’existence globale de solutions faibles au-dela des chocs et dans [106] 'auteur montre
Pexistence et 1'unicité de solutions fortes (globale en 2D et locale en 3D). Enfin, dans [70] et [71], une
étude des collisions est faite en 2D et 3D.

Quant aux fluides compressibles, ’existence globale de solutions faibles pour I'interaction avec une struc-
ture rigide est obtenue dans [33] (avec v > 2) et dans [43] (avec v > N/2).

On introduit maintenant quelques notations. Soit h €0, +o0] et (a,w) € (H2(0,h) N W1°(0, h))?
donnés. Pour commencer, on définit

Zy ={(s,x): s € (0,h), z € Qr(s)}, Tp :={(s,2): s € (0,h), x € 0Ns(s)}. (9.14)

Ensuite, pour r, p > 0 entiers naturels, on introduit

h
L?(L?) := L*(Z),) = { u mesurable : / / lul? dz ds < 400 3,
0 JQF(s)
h
L2(HP) = ueLi(B);/O 2oy s < +00 b

hoT
HE(HP) = ueLi(LQ);/O S0Pl gy oy s < 00 ¥
5=0

avec les normes associées correspondantes. On pose aussi
Ch(L?) := {u tel que a(s,z) == u(s,z)lg,(s) € C°([0, h]; L*(Q))}

et
Cr(HP) = {u:0P8%u e CYHL?), VO< B <r, YO <|a| <p}

avec les normes

ullco(z2) = e w2 (p 1)) =

u(t
o %) [l ( )||L2(Q)

te(
et

T

o 3
lullcy aey = B:Otg(lg% 105 w(®) || v (20 (1)) -

Dans cette partie du mémoire on montre ’existence et I'unicité de solutions globales régulieres pour
des données initiales petites ([12]) :

Théoréme 27. Soit p la moyenne de py dans Qp(0). On suppose que les conditions initiales satisfont
(9.2) et (9.11), winsi que les conditions de compatibilité (9.12)-(9.13). Alors, il existe une constante 6 > 0
telle que, si

o0 = Pll &3 (2r0)) + luoll 3 @2r 0)) + a0l + lwol <6, (9.15)

le systéme d’équations (9.1), (9.8), (9.9) et (9.10) admet une unique solution (p,u,a,w) définie dans
(0, T) pour tout T tel que d(Qs(t),0Q) > C > 0Vt € [0,T). De plus, cette solution appartient a

p € L (H?) N Cp(H?) N Hp(H?) N Cp(H?) N HE(L?),

u€ LA(HYNCXH?)NCH(HY) N HA(L?), a € H*(0,T)NC([0,T)), w € H*(0,T) N C*([0,T7])
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et il existe une constante positive C indépendante de T telle que
o = Pllez.asy + llp = Pllesge sy + llp — ﬁ”w;m(m) +lp = pllaz w2y + o — Pllas a2
Jr||UHL2T(H4) + lull Lge sy + ||UHW;°°(H1) + ||U||H§(L2) + HdHW;x + ||51||H; + ||("‘)||W71,"°° (9.16)
Hlwllzz < Cilllpo = Pllaz@r0) + ol z2@r(0)) + laol + |wol).
Pour chaque 0 < h < +00, on définit 'espace
X(0,h) = {(p,u,a,0) : (p.w) € CY(H?) N LE(H?) N CL(H2) 0 B} (H2) 0 HE(L?))
*(Ly(H*) N CR(H®) N Hy, (H?) N CR(H') N Hi(L?)), (a,w) € (C, N Hj)?}

muni de la norme suivante :

No (0 ,0,0) = (1910 o) + 10023 ) + 101230 gy + 10003y + Dl

+ ||u|‘Li(H4) + Hu”LﬁO(HB) + ||u||H}L(H2) + ||u||€V]1'OO(H1) + H“H%}i(m) (9.17)
2112 2112 2 2 \1/?
e 02 + Nl + )

Pour chaque 0 < h < +o00, on utilisera aussi la notation
X(h,h) = {(ph,uh,ah,wh) I pn € HS(Q(h)), up € HS(Q(h)), ap € R37 wp € RS}

La preuve du Théoreme 27 est divisée en deux parties : d’abord, un résultat d’existence locale et
ensuite quelques estimations a priori pour notre systeme. Nous énongons les deux résultats séparément :

Proposition 14. Soit h >0 :

e Pour h =0, soit (po,uo, ag,wo) satisfaisant (9.11)-(9.13).

e Pour h > 0, on suppose que (9.1), (9.8), (9.9) et (9.10) admet une unique solution (p,u,a,w) dans
X (0,h) satisfaisant d(Qs(t),0) > a > 0Vt € [0, h] pour un certain o > 0 indépendant de h.

Alors, il existe trois constantes 6y, T > 0 et Co > 0 indépendantes de h (pour h = 0, indépendantes
des conditions initiales) telles que, si Ny p(p — P, u,a,w) < oo, le probléme (9.1), (9.8), (9.9) et (9.10) a
une seule solution (p,u,a,w) définie sur (h,h+ ) et satisfaisant

(pa U, G,W) € X(ha h + T)a Nh7h+7'(p - P, u,a, w) < C2Nh,h(p - p,u,a, UJ)
On présente maintenant les estimations a priori :

Proposition 15. On suppose qu’il existe un temps T > 0 tel que le probléme (9.1),(9.8), (9.9) et (9.10)
admet une solution (p,u,a,w) dans X(0,T). Alors, il existe deuz constantes 0 < 61 < §y et C3 > 0
indépendantes de T telles que si Nor(p — p,u,a,w) < 61 alors

NO,T(p_ﬁ7uaa7w> < C3N070(p_ﬁ7u7a7w)' (918>

Preuve du Théoréme 27 : On applique successivement la Proposition 14 et la Proposition 15. On
suppose que

N0,0(p - ﬁa Uu, a7w) S min ((50’ 6 61) .

C2 03\/1 +C§

D’apres la Proposition 14 pour A = 0, on peut définir sur (0,7) une solution (p,u,a,w) € X(0,7) telle
que
NO;T(p - pa u, a7w) S CQNO,O(P - ﬁ,wa,w) S 61 S 60-

Grace a N (p —p,u,a,w) < No-(p— p,u,a,w), on peut appliquer de nouveau la Proposition 14.
Notre solution peut étre étendue a (7,27) et Ny o, (p — b, u, a,w) < CaNg - (p — P, u,a,w). Donc,

N§,2T(p_ﬁ’u7a7w) = (NOQ,T +N )(p pvu a, OJ) ( +02)N0 T(p p7u a LU)
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Gréce au choix de Ny o(p — P, u, a,w) et en utilisant la Proposition 15 pour T' = 7, on obtient

NO’QT(P_ﬁ,'LL,a,W) §C3 1+C22N0,0(p_ﬁvuaa,w) S(Sl

Ceci permet de répéter ce procédé et d’obtenir I'existence d’une solution réguliere pourvu que la distance
de Qg(t) au bord 0f soit strictement positive.

9.2 Existence locale de solution

On donne 'idée de la preuve dans le cas h = 0.

D’abord, on réécrit les équations dans les domaines de référence Q5(0) et Qr(0) & I’aide d’un prolonge-
ment du flot xs (on appelle x ce prolongement). Soit (p, u, a,w) une solution du systéme (9.1)-(9.8)-(9.9).
On considere les fonctions @, g et p dans Vi := (0,T) x Qp(0) données par

a(t,y) = u(t, x(t,y)), p(t,y) = p(t,x(t,y)) —p, p(t,y) = P(p(t,y) +p), V(t,y) € Vr. (9.19)

On note (m, J, u, 1') au lieu de (m/p, J/p, u/p, ' /p) et on obtient le systéme suivant :

P+ (V) Ha—x0)) Vp+pV-i=go(p,it,a,w) dans Vr,

ay — V- o(a,p) = g1(p, 0, a,w) dans Vr,

ma = / o(@, p)ndy + g2(p, 4, a,w) dans (0,7,
9925(0)

Jw = / (Qy) A (o(@, p)n) dy + g3(p, 4, a,w) dans (0,7, (9.20)
0Q5(0)

u=0 sur (0,T) x 092,

iU=a+wA(Qy) sur (0,7) x 9Q5(0),

p(0,+) = po — p, @(0,-) =ug dans Qr(0),

a(0) =0, a(0) = ap, w(0)=wo,

ot o(u, p) = 2ue(u) + ¢/ (V - u)Id — p°pld et les fonctions g; (0 < i < 3) sont (au moins) quadratiques
par rapport au quantités p, @, (Vx) ™! — Id,Q — Id, xs.

L’idée de la preuve est d’appliquer un point fixe. Pour définir I'application de point fixe, soit 0 < R < 1
et 0 < s < 1 deux constantes suffisamment petites. On définit 'espace :

Y((0,5);R) = {(ﬁ, ip,a,w) € X(0,8) : ap = 0 sur 95(0), a(0) = 0, Q(0) = Id, No.o(p, i, a,w) < R},

" X(0,8) = {(p, @, a,w) : p € CLH*(Qp(0))) N C2(H(2r(0))) N HZ(L* (2 (0))),

@€ L2(H*(Qr(0)) N H2(L?(Qr(0))), a € HS, w € H?}
et No,s(/37 Up,a,w) est la norme “naturelle” sur l'espace X(O,s). On rappelle que @ est la matrice de

rotation associée a w. On définit 'application

A: Y((0,5); R) ( OaS)QR;

g,/—\

F

1
= <
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ol U = U — X, ou (p,u,a,w) est la solution de

P+ (VR @ - %) - Vi = golpr i, @) —pV @ dans V.,
iy — V- (ue(a) + ' (V- a)Id) = g1(p,i,a,0) — p°Vp dans Vr,
ma = / o(a, p)ndy + g2(p, i, a,) dans (0,7,
005(0)
Ju = /6 . (Qy) A (o (@, p)n) dy + g3(p, @, G, ) dans (0,7), (9.21)
s(0)
=0 sur (0,7) x 09,
i=a+wA (Qy) sur (0,7) x 0Qs(0),
p(0,) =po—p, @(0,-) =g dans Qr(0),
a(0) =0, a(0) = ag, w(0) = wo.

Ici, @4 = G + X et J est défini par (9.6) avec Q A la place de Q.
9.2.1 A est bien défini
Soit (p, 4, a4, w) € Y ((0, 8); R). On peut démontrer qu’il existe C' > 0 tel que
[(p, 4, a, A)”)?(o,s) + ||(V>AC)_1 - IdHHSS(coo(m)) + ||Q - Id”Hg + ||>A(t||H52(coo(W(o))) < CR.

En utilisant le caractére quadratique des fonctions g; (0 < i < 3), on a

190(p; @y G, ©)[| L2 (13 (20 (0)))NEL (L (@ (0))) T 191(Dy Uy @, @) || L2 (B2 (0 (0))) N HE (L2 (22 (0)))

o o - (9.22)
+||92(p7u,@, w)| H! + Hg3(pauaa7w)||H§, < CR*.
Estimations sur p
En utilisant que 4 — x; a une trace nulle, on montre
1 e (m2 (0 0))) < C(RZ + [ po — Pll 202 (0)) + No,s(0, 1, 0,0)). (9.23)
Finalement, on utilise I’équation de p et on arrive a
No.s(5,0,0,0) < C(B + llpo = pll2 (02 (0)) + No.s(0,,0,0)). (9.24)
Estimations sur u, a et w
e En multipliant I’équation de @ par @, on trouve 'existence de C' > 0 tel que
all Lo (220 01y F l1all 221 (2p o)) + llallwre + Wiz
e e . (9.25)

< C(R? + |1po — Pllms@r(oy) + 872 Nos(0,,0,0) + |luol| 2 + |ao| + |wol).

e Ensuite, on multiplie ’équation de @ par ;. Apres quelques intégrations par parties, on obtient :

lll 23 (22 e ) + 18l oo 1 @p 1)) + lall 2 + loll s < Rl L2 (200 0))) (0.26)
+C(R* + |lpo — pll s (2 (0)) + 72 No,5(0,,0,0) + [[uo|| 1 (2 (0)) + lao| + |wol)-
On regarde % comme solution d’un probléme stationnaire :
—pAG — (p+ ' )V(V -a) = g1 — p°Vp—a;  dans Qp(0), 0.7
{ i = (a+wA (Qy)laog o) sur 9027 (0). 927
On applique une estimation de type H? et on la combine avec (9.26) :
@l 22 @p o)) + 0l 22 @p0)) + @l Lo (2 (@p(0)) + lallaz + W]l a2 9.28)

< C(R? +||po — Pl a3 r o)) + s1/2No,s(0,@,0,0) + |[uo | 1 (0.0 (0)) + o] + [wol)-
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e On dérive I’équation de @ par rapport a ¢, on la multiplie par @; et on utilise (9.22), (9.24) et (9.28) :

il ~wac@p o) + 18l oo + lalwz + lollwe~ < C (B +1a0)] + ()

@ (0) | 2202 0)) + 100 = Pll 3@ (0y) + (512 + R)No,s(0, 4, 0,0) + [[uoll 1 (e (0y) + lao] + |w0|> :
(9.29)
e Ensuite, on dérive I’équation de u par rapport a ¢, on la multiplie par . En utilisant ’équation

=@+ 5 A (Qy) + 20 A (Qy) +w A (Qy) sur (0,T) x Qs (0). (9.30)

on obtient une estimation de (@, @, ) :

(forey

r2r2@r ) + Nl Loe @m0y + 1@ 122 + 18] 22 < C (|a@(0)] + [@(0)] + [[uoll 1 (2 0))

+R2 + 1|(0) |11 (0 0)) + 100 = Bllas@p o)) + (512 + R)No,s(0,,0,0) + |ao| + \WO\) :
(9.31)
Enfin, on utilise le systeme elliptique (9.27) a plusieurs reprises et on en déduit que

No,s(0, 1, a,w) < C(R* + (s'/% + R)Ny (0, 1,0,0) + Noo(p, i, a,w)).
Comme NO,S(O,Q, 0,0) < No,s(ﬁ,ﬂ,a,w) et s et R sont suffisamment petits, on a
]\70’5(07 U, a,w) < C(]:Z2 + ]\Nfoﬁo(ﬁ, ,a,w)).
On combine ceci avec (9.24) et on tient compte de G4 = 4 — x; pour arriver a :
]\7075(5, Up,a,w) < CN07s(ﬁ,ﬂ,a, w) < C’(R2 + NQO(ﬁ,ﬂ,a,w)).
~ 2

Donc, si N070(ﬁ,u,a,w) ~ R? on conclut que (4, ip,a,w) appartient & Y((0,s); R).

9.2.2 Argument de point fixe

On démontre que A est une application continue dans Y ((0,s); R) pour la norme | - || définie par

(o, ur,a,w)|| = lplle (@ 0))) + wrllL2 (2 r0)) + @l a2 + ||wl#1- (9.32)

Ceci donnera ’existence d’un point fixe d’apres de Théoréeme de point fixe de Schauder.
Soit donc (P, Upk, Gk, W) une suite qui converge vers (p, ip, @, w) pour la norme || - ||. On note
(/31@’ ﬂF,kH ag, wk) = A(ﬁka aFJw &ka d}k) et (ﬁ7 ’ELF7 a, w) = A(ﬁ7 ﬂFﬁ &7 UD)

On doit démontrer que (R, Uy, Ak, Q) := (px — p, U, — @, ap, — a,wr — w) tend vers zéro pour la norme
- 1-

Estimations sur Rj

On raisonne comme dans le paragraphe précédent et on obtient :

R

L @) < CUIURN L2200 0)) + 1(VXR) ™" = (V) L2 @ (0)))

(9.33)

H e — @l 2 (m2@p 0)) + Xkt — Xell 225 (2p 0))) + 10K — Allz2(H1 (28 (0))))-
Estimates sur (Uy, Ag, Q)

On multiplie I'équation de U}, par Uy ; et puis on regarde le systeme stationnaire associé :

[ Akl 2 + Q%51 + Uk 2200 0))) < CUIRkI L2211 (@r (0))) + 1Tk — @l L2 (2 (01 (0)))

ok = pll2 @) + 1VXE) ™" = (V) 2 @ 0)) + Xkt — Xl

2 + 1Qr — Q|

L3(L2(2r(0)))

|k — @l zz + |k — J|

r2)
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Pour conclure, on combine cette inégalité avec (9.33) et on a

Akl 2 + 1%z + (Ul
H(VxR) ™= (V)
|k — @llzz + [|Je — J|

r2(u2(2p0) + 1Rkl 2o (1 (2 0))) < Ol — @l L2202 (0))

r2 (@) + Xkt — Xellzc@r o)) + 10k = AllLzc @r0))) (9.34)

Lz + ||Qk - Q|\L§)-

Enfin, Uestimation

(VR ™ = (V)™ Rt — Xe)|

donne la convergence de (Ry, Uy, Ak, Q) — 0 pour la norme || - ||.

e @po)) + 1k = J,Qk — Q)22 < C(||én — &

r2 + lak — all ),

9.2.3 Unicité
On considére deux solutions (p1, 1, a1,w1) et (pa, Uz, az,ws) du systéme (9.20) telles que
No.s(pj, iy, a,w;) < R, j=1,2.

On regarde le systeme satisfait par la différence, on multiplie ’équation de p; — po par p1 — p2, ’équation
de @ — Ug par Uy — U9, I’équation de a; — ao par a; — ao et ’équation de w; — wy par wy — ws.
En intégrant par parties, on obtient alors

d - - N N ) ) - -
- / (11 *P2|2+|u1 qu|2)dx+|a1fa2\2+|w17w2\2 +/ |Viiq 7VU2‘2d1}
dt \ Jar o) Qr(0)

<C (/ (1p1 — P2l + |in — G2]?) dx + |ag — ao* + |w1 — w22> .
Qr(0)

Finalement, on utilise le Lemme de Gronwall et on en déduit

p1 = P2, 41 = Uz, dans |0,T[xQr(0), a1 = ag et w3 =wy dans |0,T].

9.3 Estimations a priori

La preuve de cette estimation est inspirée par les travaux [94] et [95], ou les auteurs considéraient les
équations de Navier-Stokes compressibles.
Soit p° donné par
P(p
0. PO
P

ol p est la moyenne de py.
Soit maintenant p*(t,z) := p(t,x) — p, on change m/pen m, J/pen J, u/pen pet p'/pen p' et on
trouve que le systeme d’équations (9.1), (9.8), (9.9) et (9.10) peut étre écrit de la maniere suivante :

pit+u-Vp*+pV-u= fo(p* u,a,w) dans Zr,

u — V- o(u, p*) = f1(p*, u,a,w) dans Zr,

ma :/ o(u, p)ndy + fa(p*,u,a,w) dans (0,7),
9905 (t)

Jw = / (x —a) A (o(u, p*)n)dy + f3(p*,u,a,w) dans (0,T), (9.35)
095 (1)

u=0 sur (0,7) x 99,

u=a+wA(x—a) sur X,

p*(0,) = po —p, u(0,-)=ug dans Qg(0),

a(0) =0, a(0) = ag, w(0)=wo,
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et

fO(p*’uvaaw) :7p*(v-u),
filp* u,a,w) =—(u-V)u— pE ;pv - (2ue(u) + p/(V - uw)Id) + (po — P;()i):_t)/))> Vp*,
f2(p*,u7aaw) = / <p0p* - P(pi+ p)) TLd"}/, (936)
A0s (t) p
f3(p*,u7aaw) = (Jw)/\w+/ (iC—G,)/\ <<p0p*_P(P*+P)) n) d7
05 (t) p

Pour les intégrales dans les expressions de fy et f3, on utilise que

P(p P(p
@/ (x—a)Andy=0 and @/ ndy=0 (9.37)
P Joas(0) P Joas(0)

et donc fy et f3 — (Jw) A w sont quadratiques par rapport & p*.

La preuve de I'inégalité (9.18) est faite a ’aide d’une série de lemmes. Tous les détails peuvent étre
trouvés dans [12] :

e Un estimation du mouvement solide en termes de la vitesse du fluide.

e Des estimations globales associées a un opérateur elliptique et des estimations d’énergie associées
au systeme de Stokes compressible.

e Des estimations intérieures pour le systeme de Stokes compressible.

e Des estimations pres de la frontiere 9Qp(0). D’abord, on estime les dérivées tangentielles et ensuite
les dérivées normales.

e Des estimations globales pour 'opérateur de Stokes.

Tout cela est démontré sous ’hypothese (p*, u,a,w) € X(0,T). La conclusion de tous ces lemmes est
I'inégalité suivante :
Nor(p*,u,a,w) < C <||f0\|H;(L2) + I folloge a2y + 1 follz.arsy + L fillz. a2y + [ fall a2
Flfillge oy + 12l + sl 4 100w(0, )y + [luoll s + 10:p(0, )| 2 (9.38)

Hlpollzzo +13(0)] + lao] + [(0)] + kool + No7 (51, 0,) + NE (", w,0,))

(on rappelle que Ny 7(p, u,a,w) a été défini dans (9.17)). Ensuite, en utilisant les équations de u, p, a et
w, on voit que
[06u(0, )2 < C(lluollms + llpollaz + 1 fillLge (1))

18:p(0, )2 < Cllluoller + [l follzge (z2) + NG 1 (py us a,w)),

a(0)] < C(lluoll 2 + llpoll e + Nl f2llzge)
et
l(0)] < C(lluoll = + llpollar + Nl f3llLge)-

A partir de Iexpression de f; (0 < ¢ < 3), on obtient

I foll ey 2y + Lfollzss () + [ foll Lz sy + 1 fillz a2y + L fillan oy + [ fillzge
I ol + sl s < No (o u,a,w).

Finalement, en utilisant I’hypothese No r(p*,u,a,w) < 01 avec 4 suffisamment petit, on conclut la
preuve de la Proposition 15.
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Chapitre 10

Existence locale de solution pour un
systeme de couplage entre un solide
élastique et un fluide compressible

10.1 Introduction

Nous nous sommes intéressés a un systeme couplé d’une structure élastique et d’un fluide visqueux
compressible qui I'entoure dans un domaine régulier et borné 2 C R3. Au temps ¢, on note Q5(t) le
domaine occupé par le solide et Qp(t) := Q\ Qg(t). La vitesse et la densité du fluide satisfont les
équations de Navier-Stokes compressibles : pour tout t €]0,7[ et tout x € Qp(t), on a

{ (pr + V- (pu))(t,z) = 0,
(pur + p(u - V)u)(t,z) — V - (2ue(u) + ¢/ (V- w)Id)(t,z) + Vp(t,z) = 0,

(10.1)

ol €(u) := 3(Vu + Vu') est le gradient symétrique et 4, 1/ € R satisfont
w>0, p >0.

Nous supposons que la pression est donnée par p := P(p) — P(p) avec P € C*°(R*.) et p > 0 est constant.

Le mouvement de la structure est décrit par son déplacement élastique, qui est défini dans Qg(0) :
Ee — V- (2Xe(€) + N(V - €)Id) = 0 dans (0,T) x Q5(0), (10.2)

avec A > 0et A > 0.
On introduit le flot x(¢,-) : Qr(0) — Qp(t) comme la solution de

{ xt(t,y) = u(t, x(t,v)), (10.3)
X(O>y) =Yy

Le couplage entre u et £ se fait sur l'interface (0,7") x 9Qg(0) :
{uOXZ&, (104
(2ue(u) + 1(V - u)Id — (P(p) — P(p))) o xeof (Vx)n = (2Ae(€) + N(V - €)Id)n, |

ou n est le vecteur unitaire extérieur sur 9Qg(0). Le systéme est complété avec des conditions de type
Dirichlet sur le bord extérieur :
u=0 sur (0,7) x 0Q. (10.5)

On remarque que (p,0,0) est une solution stationnaire du systéme complet (10.1)-(10.5). Enfin, on se
donne des conditions initiales

Pli=0 = Po; Ujt=o = uo dans Qp(0) (10.6)

66



et
§le=0 = &0, =0 = &1 dans Qg(0) (10.7)

sur lesquelles on fait des hypotheses de régularité
Po € HS(QF(O))a Po > Pmin > 0 dans QF(0)7 Up € H4(QF(O))7 50 € HS(QS(O))a 61 € H2(QS(O)) (108)

et de compatiblité

ug =0 sur 012,
ug = &1 sur 0Q5(0), (109)
(00, 7) — (Plpo) — P(5 — P'(5)Id)n = (20el(o) + N (V - ) Id)n sur 905(0),

V- (o(uo, p) = (P(po) — P(p) — P'(p))Id)n = poV - (2Ae(§o) + X' (V - &) Id)  sur 9€2s(0).

Pour le couplage entre un fluide incompressible et une structure élastique, 1’existence globale de
solution faible est démontrée dans [34] quand la structure élastique est donnée par un nombre fini
de modes et dans [11] avec un terme régularisant dans 1’équation du mouvement de la structure. Ces
deux résultats donnent ’existence de solutions définies pourvu qu’il n’y ait pas de collision entre la
structure et 002 et tant qu’il n’y ait pas d’interpénétration dans la structure. L’existence locale de
solutions régulieres est démontrée dans [29]. De plus, le couplage avec une plaque élastique a aussi été
étudié : nous mentionnons [5], ou lexistence locale de solutions fortes est obtenue, [18] qui démontre
Pexistence globale de solutions faibles avec un terme régularisant dans ’équation des plaques et [63] qui
établit le méme résultat sans terme régularisant en 2D.

Quant a lintéraction entre un fluide compressible et une structure élastique, [10] montre 'existence
globale de solution faible en 3D pour v > 3/2. Ce résultat est obtenu pour une structure élastique qui
est décrite par une équation régularisée.

Dans le résultat principal que nous présentons ici, nous n’avons pas besoin d’un terme régularisant
dans I’équation de la structure élastique (voir (10.2) ci-dessus). Nous démontrons existence et 1'unicité
de solutions régulieres pour (10.1)-(10.7) (voir [13]) :

Théoréme 28. Supposons que (po, ug,o,&1) satisfont (10.8)-(10.9). Alors, il existe T* > 0 tel que le
systéme d’équations (10.1), (10.2) complétées avec les conditions au bord (10.4)-(10.5) et les conditions
ingtiales (10.6)-(10.7) admet une unique solution (p,u,&) définie dans (0,T*) et appartenant & l’espace
Y =Y x Y2 x Y., oil

Yi. o= L0, T HA(Qr(t)) N CO0, T*]; H/* (Qr (1)),

Y. i= L2(0, T H*(Qp(t) x H?(0, T H' (Qp(1) NC([0, T*]; L*(Q (£))) N CO([0, T%); HY*(Qp (1)),
Y. = CO[0, T7]; H*(25(0))) N C*([0, T*); H' (25(0))) N C*([0, T*]; L* (25(0))).

De plus, il existe une fonction croissante positive f qui dépend de 1/pmin, ||pollax(0), [vollme@r )
[€ollmr2 s (0)) €t €1l r2(0s(0)) telle que

(0w E)lvee < F(1/ pmins [lpoller 0y, w0l 22 (27 (0)5 €0l 223 (25 0)) > €1 122 (025 (0)) ) -

10.2 Probléme linéarisé
Soit (pg, o, &o, &1) satisfaisant (10.8)-(10.9). Pour p,r > 0 et ¢, s € [1,+0o0], on note
WPAW™?) = W20, T; W (Qr (0)))-
Pour chaque R > 0, on considere ’'espace
Xrpi={veY,qg:v=0sur (0,T) x 9, vjy—¢ = ug dans Qp(0) et Np(v) < R}
ol

Y, = WHP(HY N W29(L2) 0 LI(HY*) 0 LP(H?)
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avec p €]1,2[ et ¢ €]4, +o0[ et
Nr(v) = [[vllweecmn) + Vlwzaczz) + 10l Lo + ollze ).

Soit 0 < T < 1,9 € Xy p avec R €]0,1[ a déterminer et le flot associé a ¢

X(ty) =y + /Ot (s, y)ds, Yy € Qp(0).
Comme [|(VX) ™" — Id|| = (=) < CR, la vitesse eulerienne
at,x) = 0(t, XM (t,2)) ¢ €]0, T o € Qr(t) = X(¢,2r(0))
est bien définie pour R suffisamment petit. On linéarise partiellement les équations (10.1) pour ¢ €]0, 77 :
(pe +V - (pu))(t,z) =0 Vo € Qp(t),
{ [(pus + p(@ - V)u) = V - (2ue(u) + 1/ (V - u)Id = (P(p) = P(G)Id)](t,x) =0 Va € Qp(t),
ainsi que les conditions au bord (10.4) sur ]0, T[x9Qs(0) :

{ u o )A( = fta
(2pe(u) + W(V - u)d — (P(p) — P(7))1d) o Xcof (Vi)n = (2Ae(€) + N (V - ) Id)n.
On réécrit les équations précédentes en variables lagrangiennes. Soit

U(ta y) = u(tv)A((tﬁy))v ’Y(tvy) = p(t>)%<t7y)> - p-

On a alors
Yo +y(VH(VX) ™ Id) +p(Vo(VR) ™ : Id) =0
(7 +7)det(V)vs — V- [((Vo(VX) ™+ (VR) T Vo) + 1/ (Vo(VR) ! : 1d)Id (10.10)

—(P(p+7) = P(p)Id)cof(VX)] =0
dans ]0, T[xQr(0) et
v=§&,
W(TU(VR) ™ + (V) 90) + 1 (Vo(VR) ™+ Td)Id — (P(p+7) — P(p))Id)eof (T (10.11)
= (2Xe(&) + N(V - &) Id)n

sur ]0, T[x0€Qs(0). Enfin, les conditions initiales sont

Yt=0 = Po — P, V=0 = uo dans Qp(0). (10.12)

10.2.1 Régularité de la densité

L’équation de la densité est completement découplée et peut étre résolue explicitement. Avec les
mémes notations que ci-dessus, nous avons ’estimation suivante :

Lemme 11. La solution vy de la premiére équation de (10.10) appartient ¢ WH4(H/4) 0 W24(L?) N
L?(H?) et satisfait

{ IVlwacerray + 1Vlw2acrzy + 1Yl 22y + 171 oo (74
< C(lvO)ll= + lluoll e + 17(0)[I52 + lluollF + R).
De plus, pour R suffisamment petit, il existe Y > —p tel que
¥ > Ymin  dans 10, T[xQr(0).

La preuve de ce lemme est basée sur des estimations directes a partir de I’expression explicite de =y :

~v(t)=-p /Ot 2(s)exp (/: 2(r)dr> ds 4+ v(0) exp <— /Ot é(s)ds> dans Qr(0),
avec z := Vo(Vy) ™t : Id.
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10.2.2 Régularité de la vitesse

On introduit un espace de fonctions plus régulieres que X7 g :
X7 :=C2([0,T); L*) N H2(HY) N C°([0, T); HY/*) n L2(H?)

avec la norme associée Nr.
Nous avons le résultat suivant (voir [13]) :

Lemme 12. [l existe une fonction h : (R})? x (R*)? — R croissante par rapport a toutes ces variables
et il existe Ry €]0, 1] tel que pour chaque R €]0, Ry| et chaque (po,uo,o,&1) satisfaisant (10.8)-(10.9),
il existe un temps Ty > 0 tel que pour tout T €]0,To[ et tout 0 € Xp g, le systéme (10.2), (10.5), (10.7)
et (10.10)-(10.12) admet une unique solution

(v,6) € X7 x C*([0,T); L*(Qs(0))) N C°([0,T]; H*(25(0))).
Cette solution satisfait

Np(v) + l€llws.= L2 @s0))) + 1€l L a3 @5 (0))) (10.13)
< B/ prins [l ol 235 [woll 24,5 160l 223 (25 (0)) s 11 1| 272 (25 (0))) -

La conséquence immédiate est qu’il existe un temps 77 > 0 tel que pour tout 7' < T; on a v € X1 g
car Ny(v) < R.

Preuve : L’existence de solution est obtenue de fagon classique. D’abord on considére un probleme
discrétisé et on trouve une unique solution (v™,£") € WhH(HY) x W2 (H'(Q5(0))). Pour ce probleme,
on peut établir une inégalité de type énergie qui nous donne ’existence et 1'unicité de solution

(v,€) € (L=(L?) N L2 (H)) x (L (H' (2s(0))) N W (L*(25(0)))).

Dans la premiere partie de la preuve de (10.13) on obtient le maximum de régularité en temps. Ceci est
fait en appliquant I'opérateur 8? (6 =0,1,2) aux équations satisfaites par v et par £ et en multipliant
ces équations par 6{3 v et OPF1E respectivement. Aprés trois étapes de calculs (une étape pour chaque
valeur de ), on arrive a

lvllw2.00 L2y + 0l 2y + 1€llwss (22 Qs 0))) F [IEllw2o (m1 (05 (0)))

_ (10.14)
< Co + CoTaNT(U) + CR1/2||U||LOO(W1,00)7

ol a > 0 est une constante qui dépend de ¢. Ici, R €]0,1[, Cp > 0 est une constante qui dépend des
conditions initiales et T est suffisamment petit en fonction des conditions initiales.

Enfin, on regarde les équations de v et £ comme des systemes elliptiques, ou les dérivées en temps
sont dans le second membre. Grace aux estimations des dérivées en temps (10.14) et & la petitesse de T,
on peut monter en régularité en espace :

[0ll oo (mrrray + [0l 223y + €]l Lo (3 @5 (0))) < Co + TNz (v).

En combinant cette inégalité avec (10.14), on arrive a (10.13).

10.3 Argument de point fixe
Dans cette section on démontre le Théoreme 28. Soit T' < T, R < Ry et A : X7 p — Xp p défini par
A(D) = w.
Cette application est bien définie d’apres le Lemme 12. L’espace X1 r est compact dans
Zp = L*(H*)n HY(L?).
Pour lexistence et 'unicité de point fixe, il suffit d’établir la contractivité :

[A(D1) = A(D2)|| 2z < (|01 — D2z, V01, D2 € X7 R (10.15)

69



Soit (vy1,v1,&1) (resp. (v2,v2,&2)) la solution de (10.2), (10.5), (10.7) et (10.10)-(10.12) associée & ¥y
(resp. & ¥2). Pour I’équation de la densité on démontre directement

T1/2

71 —elloe )y < CoT 2|01 = D2l zps (71 —Y2)ell L2y < CollDr — D2l -

L’estimation de la vitesse se fait en trois temps :
- On multiplie par v; — vo I’équation de v1 — vy et 'équation de & — & par (&1 — &2)¢ ¢

lvr — vall L2y + 161 — &2l (a1 (@5 0)))nwree 22y < T |01 — D2l 24

pour un certain x > 0.
- On dérive par rapport & ¢ I’équation de v; — vy (resp. ’équation de £ — &) et on la multiplie par
(v1 — va)s (resp. par (&1 — &2)u)

o1 = vall g ynwree 22y + 161 — Lallw2e (L2@s )Wt ety < TF||61 — B2l 2o, (10.16)

pour un certain £ > 0.

- Enfin, on regarde le systéme elliptique couplé satisfait par (v — ve,&; — &2). On applique des
estimations de type H? et grace aux estimations sur les dérivées en temps (10.16) et & la petitesse de T,
on arrive a -

[[v1 = vallL2 2y + & — &llL2(m2(s0)) < T7([01 — D2l 24

pour un certain & > 0. Ceci donne directement (10.15).
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Chapitre 11

Problemes ouverts et perspectives

Dans la premiere partie de ce mémoire, nous considérons une équation de transport-diffusion avec vis-
cosité évanescente. Pour cette équation, on a démontré un résultat d’explosion du cotit de la controlabilité
a zéro K., permettant de dire que

lim K, = +o0

e—0*t
lorsque T est plus petit que le temps de sortie Ts des trajectoires associées au probleme de transport.
D’autre part, en dimension 1 et avec une longueur d’intervalle spatial L > 0, on a démontré que

lim K. =0

e—0t
lorsque T' > 4.3L/M. 1l serait treés intéressant de trouver quel est le temps optimal pour la convergence
de K.. La méthode présentée dans ce mémoire, consistant a combiner des estimations de dissipation avec
des inégalités de Carleman, ne semble pas étre la plus adéquate, comme démontré par Glass dans [55].
Ensuite, toute extension en dimension supérieure serait aussi intéressante.

Dans le cadre du controle optimal singulier des équations dispersives et des équations dispersives-
diffusives, nous avons démontré des résultats d’explosion et de convergence du colt de la contrdlabilité
a zéro, sous des hypotheses similaires au cas parabolique. La recherche du temps optimal qui nous
permettrait de dire que le cott tend vers zéro fait aussi partie d’'un de nos projets.

Dans la deuxieme partie de ce mémoire, nous nous sommes intéressés a quelques problemes d’insen-
sibilisation. En particulier, pour le systeme de Stokes et dans le cadre du controle interne, nous avons
démontré I'insensibilisation (exacte) de la fonctionnelle définie par la norme L? de la vitesse. La preuve
est basée sur des inégalités de Carleman pour des équations paraboliques. Le probléeme de l'insensibi-
lisation (locale) du systéme de Navier-Stokes reste en revanche ouvert. De fait, en utilisant 1’approche
habituelle du point fixe, on pourrait se ramener a un probleme d’insensibilisation d’une équation de
Navier-Stokes linéarisée (dite de quasi-Stokes). La méthode utilisée dans ce mémoire, telle qu’elle est
présentée, ne semble pas couvrir ce cas.

Dans le premier chapitre de la troisieme partie, nous étudions la controlabilité a zéro de ’équation de
Burgers visqueuse. Nous démontrons que cette équation n’est pas globalement contrélable a zéro pour
des temps petits & laide de deux controles frontieres. Récemment, il a été démontré dans [19] que cette
équation est globalement controlable a zéro pour des temps petits a I’aide de deux controles frontieres
et un controle distribué partout et ne dépendant que de ¢. Dans un travail en cours avec Chapouly, nous
étudions le cas d’un seul controle frontiere et d’un controle distribué partout ne dépendant que de t.
Tant les techniques du résultat positif que les techniques du résultat négatif ne semblent pas s’appliquer
dans ce cadre.

Dans le second chapitre de la troisieme partie, nous démontrons la controlabilité a zéro du systeme de
Stokes tridimensionnel avec deux controles scalaires, distribués dans un petit domaine. Dans la méthode
employée dans ce mémoire, il semble indispensable que le seul couplage entre les composantes de la
vitesse soit la condition d’incompressibilité. Autrement dit, si 'on considére une équation de Stokes avec
le terme de dérive habituel, la méthode présentée dans ce mémoire ne semble pas pouvoir s’appliquer.
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En particulier, le probléme de la contrélabilité (locale) du systéme de Navier-Stokes tridimensionnel avec
deux controles scalaires reste ouvert. A présent, nous pensons avoir trouvé une variante de la méthode
présentée dans ce mémoire qui nous permettrait de prouver ce résultat.

Dans la quatrieme et derniere partie de ce mémoire, nous étudions quelques problemes d’intéraction
fluide-structure. Dans un premier chapitre, nous démontrons l’existence et l'unicité d’une solutions
réguliere pour un systéme tridimensionnel d’intéraction fluide-solide rigide associé aux équations de
Navier-Stokes compressibles lorsque la donnée initiale est petite. Les solutions considérées ici satisfont en
particulier que la vitesse du fluide est dans LZ(HZ2) N H} (H2). Nous aimerions étendre ce résultat & des
vitesses dans LZ(H2) N H}(L2). Nous croyons qu'une étude plus fine du probléme pourrait nous amener
a ce résultat.

Dans le deuxieme chapitre de cette derniere partie, nous traitons le cas d’un couplage entre un
solide élastique et un fluide compressible, en dimension trois et sans terme régularisant dans I’équation
de ’élasticité. Nous démontrons 'existence locale et 'unicité de solution de ce systéme, ou la vitesse
appartient & Pespace LZ(H2)NH} (H}). Comme dans le cas précédent, le méme résultat avec des vitesses
dans L7 (H2)NH} (L2) serait tres intéressant. Nous aimerions aussi étendre ce résultat au cas ol 'équation
de I’élasticité est une équation de plaques.

Enfin, dans un travail en cours, nous analysons la contrélabilité locale du probléme fluide-solide traité
dans [14] et dans [78]. Le fluide est modélisé par les équations de Navier-Stokes incompressibles tandis
que le solide est rigide. Dans ces références, la controlabilité locale du systeme bidimensionnel était
démontrée lorsque le rigide était une boule. Dans ce nouveau travail, nous démontrons la contrélabilité
locale en dimension 3 et sans aucune hypothese sur le solide rigide.
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