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Feuille d’exercice No 2 UE : MODELES MATHEMATIQUES EN NEUROSCIENCES

Exercice 1
1. Soit u : IRT — IR lipschitzienne telle que

+oo
/ lu(t)|dt < +o0.
0

Montrer que lim;_, o, u(t) = 0.
2. Soit u une fonction telle que

+oo
/ u(t)]dt < +oo.
0

A-t-on forcément lim;_, o u(t) =07
3. Supposons maintenant que u est uniformément continue. Montrer que lim;_,; o u(t) = 0.

Exercice 2
On considere le systeme en dimension 2

et on choisit la matrice

Alt) = ( —1+ 2 cos?(t) 1 — 3 cos(t) sin(t) )

—1—3cos(t) sin(t)  —1+ 3sin?(¢)

1. Calculer les valeurs propres Ay (t) de la matrice A(t).
— cos(t)
sin(t)
3. Pourquoi est-ce contre-intuitif 7 Calculer les valeurs propres de la matrice symétrisée.

at

2. Calculer la solution sous la forme z(t) = e ) et calculer a.

Réponse : Ay (t) = %ﬁ, a=1
Possible extension : remplacer 3/2 par un parametre. Pour a assez petit 0 devient stable.

[\

Exercice 3 (Le flot gradient est stable par perturbation)

On considere le systeme de dimension d
(t) = =VV(z(t)) + f(x(t)), z(0) = 2° € RY.
Supposons qu’il existe a > 0 et o > 0 tels que, pour tout = € IR,
IVV(x)| > al|x|®.
Donner une condition sur le champs de vecteur f(-) pour que z(t) — 0 lorsque t — oo.
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Exercice 4 (Morris-Lecar)

On considere le systeme de Morris-Lecar avec Vi > 0, G € CH(IR™;]0, 0o])

0 g,0(6) + 900 (Vi — ),

dg;(tt) _ G(U(t)7)_ — g(t)7 4(0) > 0.

On suppose que, pour tout v € [0, Vg],
(Ve —v)G'(v) — G'(v) < gy.

1. Est-ce un systeme gradient 7 Un flot hamiltonien ?

2. Montrer que ce systeme admet un unique point stationnaire (vg, gs)-

3. Calculer la matrice dérivée A € My, en ce point et montrer que ses valeurs propres sont de
parties rélles négatives.

4. Peut-on utiliser directement le théoreme de stabilité asymptotique non-linéaire ?

5. Soit @ > 0. On pose w = £. Ecrire le systéme en (w, g). Calculer la matrice dérivée B € My
au point stationnaire ainsi que la matrice symmétrisée. Calculer la valeur de a qui maximiise
le déterminant et montrer qu’alors ses valeurs propres sont négatives. Conclure.

Exercice 5 (Relation entre flots gradient et hamiltonien)

Soit un potentiel 2 (z) qui est défini & partir d’une fonction S € C?(IR%;IR) et un réel E par la
relation

IVS(2)? + U(z) = E.

On considere le systeme PFD
1
B(t) =v(t),  o=—5VU(),  v(0)=0.

1. Montrer que |2/(t)|> +U(z(t)) = E et identifier la constante E. On suppose qu'il s’agit de
celle de I’hypothese.

2. Monter que des solutions de @(t) = VS(z(t)) ou de &(t) = —V.S(z(t)) sont aussi solutions
du systeme PFD.

Exercice 6 (Le flot gradient, variantes)

Soit un potentiel tel que V(0) = 0, V(x) > 0 et coercif. Montrer la convergence d’'un flot
gradient en changeant les hypotheses sur le potentiel.

1. Supposer que |VV (z)]* > aV(z), V(0) =0 et V(x) > 0 pour x # 0.

2. Supposer que z.VV(x) > a|z|*.

3. Supposer que DV.D*V.DV > a|DV|? et que VV(x) # 0 pour = # 0.



Exercice 7 (Consensus)
On considere le systeme, pour i = 1,...,1

B0 _ 3™ ey (1) — 2:00)) (2,0) - (1)

j=1

ol a € CY(R; R) vérifie a(y) = a(—y), et il existe a tel que 0 < a < a(y). On suppose que les
données initiales vérifient 0 < 2 < 1.
1. Montrer que 0 < z;(t) < 1 pout tout t > 0 et i =1,...,1 et que les solutions sont globales.

I
1
2. On pose T := 7 Z x;(t). Montrer que = ne dépend pas de t.
i=1

i=1 ij=1

I o I
3. Montrer que Z |z;(t)]* de croit et que / Z |z; — 2;(t)Pdt < o0.
0
I

4. Montrer que x;(t) est lipschitzienne, que Z lz; — 2 (t)|> = 21 Z |z — (1)
=1 i=j1
5. En déduire que z;(t) — = pour t — 0.

Exercice 8

Le PFD avec frottement.

Exercice 9 (Lotka-Volterra avec compétition)

On considere le systeme

d
at v

{ = u(t)(1 = xu—v),
=av(u —1),

1. Calculer la dérivée en t de la quantité

S=alu—In(u)—1+v-(1 _X)ln(l .

)= (1 =x)]
2. Conclure sur le comportement asymptotique.

Exercice 10 (Van der Pol avec courant)

Trouver I'équation de FizHugh-Nagumo associée



