Approximations variationnelles des E.D.P.
Vivette Girault - DEA 2005-2006
I. Rappels d’analyse fonctionnelle

Convention. Dans ce cours, on travaillera dans des ouverts de IR?, et dans ce chapitre
) ) b

sauf mention explicite du contraire, la dimension d sera quelconque.

e Ouverts lipschitziens.

Définition intuitive. Un ouvert {2 est lipschitzien s’il est borné et si au voisinage de
tout point sur la frontiere, la frontiere peut étre localement paramétrée par une fonction
© lipschitzienne, le domaine se trouvant localement d’un seul coté de la frontiere. Cette
définition n’est pas rigoureuse parce qu’elle ne précise pas comment sont les voisinages,
que veut dire localement d’un seul c6té de la frontiere, etc.

Important. Un ouvert lipschitzien est borné, la mesure de sa frontiere est finie et il est
toujours localement d’un seul c6té de sa frontiere. Exemples: polygones en dimension 2,
presque tous les polyedres en dimension 3. Exemples d’ouverts non-lipschitziens: ceux dont
la frontiere a un ou des points de rebroussement (car au point de rebroussement, la frontiere
ne peut pas étre paramétrée par une seule fonction), un ou des points cuspides (pour la
méme raison), des ouverts avec fissures (car le domaine se trouve des deux cotés de la

fissure).

Notation. On note n le vecteur normal unitaire sur la frontiere 92, dirigé vers ’extérieur
b

de Q.

e Ouverts de classe C"™!'. Méme définition, mais on remplace ¢ fonction lipschitzi-
enne par ¢ fonction de classe C™, dont les dérivées d’ordre m sont lipschitziennes. Un
ouvert lipschitzien correspond a m = 0. Noter que n n’est pas continue si la frontiere a un

point anguleux, mais que m est continue des que m > 1.

Convention. Dans tout ce cours, pour simplifier, on ne considerera que des ouverts lips-

chitziens, & 'exception de I’espace entier IR?, et ce dernier cas sera mentionné explicitement.

e Notions de base sur les distributions.

Définition de D(£2). D(2) est I’espace des fonctions ¢ définies et indéfiniment dérivables
dans et a support compact dans €2 (i.e. pour chaque ¢ il existe un compact K C € tel
que ¢ est nulle en dehors de K).

Exemple: on pose |z| = (E;l:o )2 et

I
plx)=e 1127 gi|x| <1 et p(x)=0 ailleurs.
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On vérifie facilement que cette fonction appartient a D(B(0;1 + €)) pour tout € > 0, ou
B(0;1 + ¢) désigne la boule de centre 0 et rayon 1 + €.

On rappelle que pour 1 < p < oo, LP(f2) est I'espace des classes de fonctions v

mesurables telles que
/ lv(x)|Pde < 0.
Q

Pour p = oo, L>(Q) est I'espace des classes de fonctions v mesurables telles que

sup ess [v(x)| < 00
e

Muni de la norme

lollops = ( / o(@)[P de) 7

ou si p = oo,

[v]]0,00,2 = sup ess [v(z)],
xe)

c’est un espace de Banach; il est séparable pour 1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo.
Théoréme 1.1 admis. D(Q) est dense dans LP(Q)) pour tout p avec 1 < p < oc.

Il est facile de comprendre pourquoi ceci n’a pas lieu dans L>(£2): si ¢’était vrai, comme

L%(£2) a la méme norme que C°(Q), alors ces deux espaces seraient égaux.

Définition de D(Q2). D(Q) est I'espace des restrictions & Q des fonctions de D(IR?). Si
Q) est borné c’est C>°(Q) et dans ce cas c’est différent de D(Q2). Exception intéressante:
D(IRY) = D(IRY).

“Topologie” sur D(Q2). Une suite ¢; de D(2) converge vers une fonction ¢ de D(Q2) si:
(i) Il existe un compact K C €2 qui contient tous les supports des ¢;;

(ii) Quand j — o0, les dérivées de tous les ordres de ¢; convergent uniformément sur K
vers les dérivées correspondantes de ¢. Noter que I'uniformité ne porte pas sur 'ordre des
dérivées.

Définition: espace des distributions D’(f2). C’est 'espace des fonctionnelles linéaires
et continues pour la topologie ci-dessus sur D(€2) . On note (-, -) le produit de dualité entre

D'(Q) et D(Q).

Donc T € D'(2) si pour tout ¢ € D(Q),

(i) Papplication ¢ — (T, ) est linéaire;

(ii) si ¢; — ¢ dans D(Q), alors (T, p;) — (T, ) dans IR.

Par définition, deux distributions T} et T5 sont égales si
Y € D(Q) , (T1,¢) = (T2, ) -
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Exemples.

La masse de Dirac é, pour a € §2:

Ve € D(Q) , (bas ) = pla) .

La distribution T pour f dans L] (Q):

loc
Vo e D), (T}, ) = / /(@) o) dac.

Théoréme 1.2 admis. Deux fonctions f et g de Li. () définissent la méme distribution
Ty =T, ssi elles sont égales pp. Conséquence: on peut identifier f et Ty et on écrit:

Vo € D(Q) | (f,¢) = Ty, ) = / f(@) o) da.

Conséquence. Les distributions sont une généralisation des fonctions et le produit de

dualité (-,-) est une généralisation du produit scalaire de L?(£2).

Définition: convergence dans D’(f2). Une suite 7; de D'(2) converge vers T' € D'(Q)
si

Vo € D(Q) , (T, ) — (T, ).
Ceci s’appelle convergence au sens des distributions. Application: la convergence dans
L?(Q) entraine la convergence au sens des distributions, mais la réciproque est fausse.

Remarque. Dans tout ce cours, on identifiera L?(Q) & son dual. Alors, on a la situation

suivante

D(Q) C L3(Q) = (L*(Q)) c D'(Q).
Dérivation dans D'(Q). Soit T' € D'(1), on définit - par

oT 0
Vo €D(Q), (5—,0) = —(T, 27},

On peut étendre cette définition aux dérivées d’ordre supérieur. Soit m = (mq, ma, - -+, my)
almir

™y e
Oz, '...0x,

un multi-entier et |m| = my + mg + - - - + my sa longueur. On définit 0T =
par:
v¢)€ IKK2)7 <8nyr7¢>:: C_l)hn|cr7@ﬂ%¢>'

Théoréme 1.3 (exercice). Si T € D'(Q), ses dérivées de tous les ordres appartiennent
aD'(Q) et siT; — T dans D'(Q), alors 0™T; — 0™T dans D'().

Exemples.



Dérivée g—i d’une fonction f de C():

of )
Vo € D(Q), (5,0) = ~{f, 55
_ op [ Of
= /Qfﬁxidw_ anigpdw,

car ¢ est a support compact dans 2. Donc la distribution % coincide avec la dérivée

usuelle.

Dérivée de la masse de Dirac d,:

06a o3 dp
DO — (5, TPy~ .
Y €D(), (G0 = g -) = —5 ~(a)
Donc % est la distribution qui a ¢ associe la valeur —%(a).

Dérivée de la fonction de Heaviside H dans IR:

H(x)=1siz>0 et H(z)=0 siz<0,

Vo € D(IR) , (H',p) = —(H,¢") = - /Ooo ¢ (x) dz = p(0) = (do, ) -

Donc au sens des distributions, H' = dg.

e Les espaces de Sobolev.

Définition: H!(Q).
HY(Q) ={ve L*(Q); Vv e L2 ()%}, ol Vo est pris au sens des distributions.
Produit scalaire:
vu € HY(Q),Yv € H'(Q), (u,v)1.0 = (u,v)+ (Vu, Vv),
ott (+,-) désigne le produit scalaire de L?(Q) ou L?(Q)?. Norme associée:

1/2

vue HY(Q), [[vlie = ([0l5.q + IIV0l50)"? = (v,0)),

semi-norme

Yo € H'(Q), |v|1,0 = Vvloa,

ot || - [Jo.o désigne la norme de L?((2).

Exemple dans IR, la fonction “chapeau”:
v)=14+z size[-1,0], v(x)=1—z size€[0,1], v(z) =0 ailleurs.
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Au sens des distributions,

—1

1
:/ cpdx—/ pdx.
-1 0

Ve € D(R) , <v',so>=—<v,so'>=—/ <1+x>go'dx—/0 (1—2)¢ du

Définissons la fonction w par
w(x) =1 size[-1,0], w(x)=-1 size[0,1], w(z) =0 ailleurs.

Alors
Vo € D(R) , (V' ¢) = (w, ) -
Donc, au sens des distributions, v/ = w. Or w € L*(IR). Donc v € H*(IR). Cette fonction

est continue car on est en dimension un, mais en dimension d > 2, les fonctions de H'()

ne sont pas forcément continues.

Exemple en dimension 2 de fonction de H!(Q2) discontinue. Soit 2 la boule ouverte
B(0;1), 0 < o < & un réel et

v(z) = |log(||)[*.
On vérifie que v est dans H*(B(0;1)), mais que v n’est pas bornée au voisinage de 0.
Théoréme 1.4. H'(Q) est un Hilbert.

Démonstration : Il suffit de montrer que H'(2) est complet. Soit v,, une suite de Cauchy
de H'(Q). Alors, v,, est une suite de Cauchy dans L?(Q2) et Vuv,, est une suite de Cauchy
dans L?(Q)?. Comme ces deux espaces sont complets, il existe une fonction v dans L?()
et un vecteur w dans L2(Q)? tels que

lim v, =v dans L?(Q) et lim Vv, = w dans L*(Q)%.
Il faut montrer que w = Vv. D’une part, comme la convergence dans L?(£2) implique la
convergence dans D’(2), on a

lim v, =v dans D'(Q).

n—oo

D’apres le Théoreme 1.3, ceci entraine que

lim Vv, = Vo dans D'(Q)%.

n—oo

De méme,
lim Vv, =w dans D'(Q)?.

n—oo



L’unicité de la limite entraine que w = V. %
Théoréme 1.5 admis. H'(Q) est séparable.

Facile & démontrer si on admet que L?(£2) est séparable.

Théoréme 1.6 admis. D(Q) est dense dans H' ().

Facile & démontrer quand Q = IR?. Difficile dans le cas général & cause de la frontiere.

Ce théoreme de densité a des conséquences importantes.

o Il permet de définir la trace des fonctions de H1(Q2) sur la frontiere Q. On commence

par énoncer une inégalité sur les valeurs au bord des fonctions de D(2).

Théoreme 1.7 admis. Il existe une constante C telle que

Vi € D() , [lpllL200) < Clly

1,0 (1.1)

Notation. On note vy la restriction a 02 des valeurs de .

L’application 7 est linéaire et continue de D(2) muni de la norme de H'(Q2) dans C°(9)
muni de la norme de L2(99Q). Comme D(f2) est dense dans H!(Q), on peut prolonger cette
application a H'(Q). L’application prolongée, qui se note encore 7y, s’appelle la trace,
applique H'(Q) dans L?(09Q) et vérifie I'inégalité (1.1) avec la méme constante. En fait
I'application 7o n’est pas surjective et parcourt un sous-espace strict de L2(952).

Définition, espace image de la trace. L’espace image de 7y est Hl/Q(QQ) (on verra a
la fin de cette section la signification de I’exposant 1/2). C’est un espace de Hilbert pour

la norme:

= inf . 1.2
HMHHlﬁ(@Q) veHl(lﬂn)fyov:quHl’Q (1.2)

Avec cette définition et (1.2), on peut améliorer (1.1):
v € H'(Q) , [ovllazon) < lvlhie. (1.3)

Remarque importante. L’application trace n’est pas définie pour les fonctions de L?(2).

e Toujours grace & la densité de D(Q) dans H'(£2), on peut démontrer la formule de
Green pour les fonctions de H!(Q):

Vu € H'(Q) , Yo e HY(Q) , u Ov da::—/v Ou da:-i—/ uvn;do,
o Ox; o O0x; a0

ou n; est la teme composante de n.

Définition de H{(Q).
HYQ) = {v € H'(@); 700 = 0}
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Remarque. Si ) est lipschitzien, HE(Q) # H(Q). Mais si Q = IRY, alors H}(IRY) =
H(RY).

Théoréme 1.8 admis. D() est dense dans H ().

Théoréme 1.9 admis (L’inégalité de Poincaré). On suppose que €2 est borné dans

une direction. 1l existe une constante P telle que

You € H&(Q) , v

00 <P||Vwv

0,0

i.e. la semi-norme | - |1 o est une norme sur H}(Q) équivalente a la norme || - ||1 .

Pour cette raison, on prend souvent |- |; o comme norme sur HJ (). On note H~1(Q) le

dual de HJ (1), espace de Hilbert pour la norme duale

floa= sup LY

vEHL(Q) vl

ott les crochets désignent la dualité entre H () et H} (). Du fait de la densité de D(Q)
dans H}(€), on peut identifier les éléments de H~1(Q) & des distributions. On dit alors
que H~1(Q) est un espace de distributions. Ceci justifie les crochets pour noter la dualité.

Exemple. Si v € L%(Q), alors Vv € H~}(Q)%
Théoréme 1.10 admis (Caractérisation de H ~1(2)). Tout élément de H~*(2) s’écrit

de maniére non-unique sous la forme:

. Of

=1 8331 ’

f=Jf+X
ot f; € L*(Q) pour 0 <i < d.
Définition. On note (H(2)) le dual de H'(Q). C’est un espace de Hilbert pour la norme

duale:
f(w)

1 ;= Ssu .
1 f Nl e ) p o

ve HL(Q),0£0 ||V

On définit aussi la convergence faible dans H'(Q):

lim v, =v dans H(Q) faiblesi Vf € (H'(Q)), lim f(v,) = f(v).

n—oo n—oo

Théoréme 1.11 admis (Analogue du Théoréme de Bolzano-Weierstrass). De

toute suite bornée dans H'(Q), on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement

dans HY(Q).

Remarque. Si ) est lipschitzien, (H(2))" est différent de H () et ne s’identifie pas &
un sous-espace de D'(€2). Exemple, application v — [, vdo est dans (H'(£))’, mais est
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nulle sur D(£2), alors que ce n’est évidemment pas ’application nulle. On dit que (H(Q2))’
n’est pas un espace de distributions. Par contre, si = IR?, alors (H'(IR?)) = H~1(IRY).

e Les espaces H™(Q)), m € IN:

H™(Q) = {v € L*(Q) ; Ymulti-entier k € IN% 1 < |k| < m, 0" € L*(Q)}
= {v € H™ Q) ; Vmulti-entier k € IN%, |k| = m,0"v € L*(Q)}.

Norme:
Vo e H™(Q) , [[vllma = () > 10%v]50)"?,

|k|=0

0,0)

semi-norme:

Vo e H™(Q) , |[vlma = ( Z Hakvﬂg,a)l/2~

|k|=m

Exemple quand m = 2:
H?(Q) = {v e H'(Q); pour toutes les dérivées d’ordre 2,9%v € L*(Q)}.

Norme:

Yo € H3(Q), ||v

20 = ([vlfa+ ) 10%]5.0)",

semi-norme:

Yo e H(Q), [0 = (D 10°0]30)"?.
Théoréme 1.12 (exercice). H™ () est un espace de Hilbert.
Théoréme 1.13 admis. H™ () est séparable.

Théoréme 1.14 admis. D(Q) est dense dans H™ ().

Cette densité permet de définir les traces d’ordre supérieur des fonctions de H™(€2)

sur 0f). Exemple important: la dérivée normale y;v = g—:’l sur 0§2:

Yo e H*(Q), yiv=Vv-n.

On démontre que v,v € L?(0€2) pour toute fonction v € H2(Q) et on a la formule de Green
pour le Laplacien:

Vu e H*(Q), Yo € H'(Q), /Auvdaz:—/VU-Vvd:B—i-/ @vda.
Q Q a0 On
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Définition de HZ ().
H2(Q) ={ve H*Q); yov =0 et yjv =0}.
Théoréme 1.15 admis. D(Q) est dense dans HZ(().

Notation. On désigne par H2(Q) le dual de HZ (). Comme D(f) est dense dans HZ (),
H~2(Q) est un espace de distributions.

Théoréeme 1.16 admis Extension de I’inégalité de Poincaré. I existe une constante

B telle que
Yo e H3(Q) , |v]le.0 < BllAv

0,225

i.e. la semi-norme |A - ||g.q est une norme sur HZ(Q) équivalente a la norme || - ||2..

Remarque. De méme que I'application 7o n’est pas définie pour les fonctions de L?(2),
I'application ~; n’est pas définie pour les fonctions de H'(2). En particulier, on ne peut
pas définir I'espace:

{ve H' (Q); S—Z = 0 sur 00N} .
Rappel. Une application d’'un espace A dans un espace B est compacte si elle transforme
toute suite bornée de A en une suite dont on peut extraire une sous-suite qui converge

dans B.

Théoréme 1.17 admis Les injections de Sobolev. Pour d > 2, I'injection de H'({)

dans LP(£2) est continue pour tout nombre réel p qui satisfait a la fois 1 < p < oo et p < po,
1

2
I'injection de H™(S2) dans C™(Q) est continue pour tout n et m, tels que § < ™"

ol py vérifie plo =5 — é et cette injection est compacte pour tout p < pg. Pour d > 1,

Application. Si d = 1 on trouve bien que H'(Q) C C°(Q), car 3 < 1, mais c’est faux

si d = 2, qui est le cas limite. Si d = 2, H'(Q) C LP(Q2) et l'injection est compacte pour
tout p, mais si d = 3, H(2) C LP(Q) pour tout p < 6 et I'injection est compacte pour
tout p < 6. Conséquence, si d = 2, de toute suite bornée dans H'({2), on peut extraire
une sous-suite qui converge dans LP(2) pour tout p et si d est quelconque, de toute suite
bornée dans H*(f2), on peut extraire une sous-suite qui converge dans L?(f2), car py > 2,
quel que soit d.

Notation. Pour tout entier £ > 0, IP;. est I’espace des polynomes a d variables de degré
total inférieur ou égal a k. Pour tout entier m, puisque €2 est borné, IP, C H™(Q) et
on peut définir I’espace quotient H™(2)/IPy, qui est un espace de Hilbert pour la norme
quotient

e @pe = ik 1S +plm.o-
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Théoreme 1.18 de Deny-Lions. On suppose que §2 est lipschitzien et connexe. Pour

tout entier k > 0, il existe une constante C telle que

Yu € H]H—l(Q)/IPk , ||U||H’“+1(Q)/Pk < C|'U|k_|_1’Q . (1.4)

Démonstration : 1. La premiere des choses est de se débarrasser de la norme quotient
dans (1.4). Pour cela, il suffit de construire un représentant convenable de la classe de v.
Soit II I'opérateur de projection orthogonale sur IP, pour la norme de L2(2): pour tout
v e LY(Q), v € [Py est défini par

Vq € IPy /(Hv—v)qdac:O.
Q

C’est un systeme linéaire carré dont la dimension est celle de IPg. Il admet une solution
unique, ITv. De plus, v vérifie II(Ilv) = Iv et ||[IIv||g,0 < ||v||0,q. Alors

ollzze+1.0) < llv = Tollirre = {lo = T0[[F o + vl o} 2.

Comme II(v — ITv) = 0, il suffit de montrer qu’il existe une contante D telle que
VYo € H*(Q) , telle que TTv =0, ||v||r.0 < Dvlisi.0, (1.5)

et on aura (1.4) avec C = (1 + D?)'/2,

2. On démontre (1.5) par I'absurde. Si (1.5) est faux, on peut construire une suite v,,
de H*1(Q) telle que ITv,, = 0 et telle que

lim |vplry1,0=0 et |lopllro=1.
n—oo

Comme v,, est bornée dans H**1(Q), grace & une extension du Théoréme 1.11, on peut
extraire de v, une sous-suite, encore notée v,,, qui converge faiblement dans H**1(2) (en
fait le Théoréeme 1.11 est valable pour des espaces de Banach réflexifs): il existe v dans
H*1(Q) telle que

lim v, = v faiblement dans H*"1(0Q).

n—oo

Mais Ilv,, =0, i.e. fQ v, qdx = 0 pour tout ¢ dans IP. Donc, en passant a la limite faible
dans cette égalité, on a fQ vqdx = 0 pour tout q dans IPy, ce qui veut dire que ITv = 0.
D’autre part

lim 8" 'v, =0 dans L?(9).

n—oo

Mais 9%*1v, converge faiblement vers 9*T1v dans L2(f2). L’unicité de la limite entraine
que 0% +1y = 0. Alors (grace & un résultat difficile), ceci entraine que v € IPy. Donc ITv = v,

et comme IIv = 0, ceci entraine v = 0.
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Enfin, comme D'injection de H**1(Q) dans H*(Q) est compacte (ce qui est une ex-
tension facile du Théoreme 1.17), quitte a extraire une sous-suite, v,, converge vers v = 0
dans H*(Q). Ceci contredit le fait que ||v,||x0 = 1. &

Remarques sur les hypotheses. La contradiction ne s’obtient qu’a la fin, quand on se
sert de la compacité de I'injection. Si on n’a pas cette compacité, on ne peut rien conclure.
Cette injection est fausse si 2 n’est pas borné et I’énoncé du théoreme est faux dans ce cas
car aucun polynome de IP, n’appartient & L?(£2).

La connexité de Q permet de conclure que si 9*T'v = 0 alors v € IP;. Si Q n’est pas
connexe, les polynomes ne sont pas les mémes dans chaque composante connexe de {2 et

I’énoncé du théoreme est faux.

e Les espaces de Sobolev dans L? et les espaces fractionnaires. Pour m > 1

entier et 1 < p < oo réel,
W™P(Q) = {ve LP(Q); 0%v € LP(Q),1 < |k| < m}.

Pour 1 < p < oo, W™P(Q) est un espace de Banach muni de la norme

[ollmp = (D D 110"

k|=1 k&

1/p
7p7 ’

ou la somme sur k porte sur tous les multi-entiers de longueur |k|; et pour p = oo, c’est

un Banach pour la norme

[0]lm,00.0 = sup  sup [[0v]jo,00,0 -
1<|kl<m &k

On définit aussi la semi-norme

1/
mpe = (Y 11005 ,.0) "

|k|=m

Soit 1 <p < oo, s=m+oc,oum >0 est un entier et 0 < o < 1. L’espace W*P(Q)
est I'espace des fonctions v € W P(Q) telles que

ky D
Vk, k| =m //|(9 Py |d+ai y) dedy < c©.

C’est un espace de Banach pour la norme:

o |ak ( )|pd d 1/p
[0]lsp.0 = {llvll5 p0 + Z i _y|d+gp xdy} /" (1.6)

|k|=
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On a une définition analogue si p = co.

L’espace H'/2(9Q) dont la norme est définie par (1.2) correspond &4 m =0 et o = 1/2
sur 0f) au lieu de €2, donc avec d — 1 au lieu de d. On montre que pour ces valeurs, les
normes définies par (1.2) et (1.6) sont équivalentes, avec des constantes qui dépendent du

domaine.

II. Quelques probléemes variationnels

eProbleme variationnel abstrait. Soit V' un espace de Hilbert sur IR, de norme
| - ||, de dual V' et de norme duale || - ||

eV, Ifl.= sup 1Y

veV,u#£0 HUH .

Soit a une forme bilinéaire sur V x V et £ un élément de V’. On pose le probleme:

Pour ¢ donné dans V', chercher u € V tel que
Yo eV, a(u,v) =£(v). (2.1)

Lemme 2.1 de Lax-Milgram. On suppose que a est continue sur V xV et V-elliptique:

il existe une constante M et une constante a > 0 telles que
VueV , YoeV , a(u,v) < M|ull|v], (2.2)

Yo eV, a(v,v) > alv|?. (2.3)

Alors le probléme (2.1) a une solution unique u et
1
u < - g * 9
lull < — Il

i.e. I'application u — ¢ est un isomorphisme de V sur V.

Démonstration:

Unicité et majoration. Grace a 'ellipticité, le probleme (2.1) admet au plus une
solution et si une solution existe, elle vérifie la majoration ci-dessus. En effet, s’il y a deux
solutions, leur différence, disons w, est solution de (2.1) avec un second membre nul et
(2.3) entraine que w = 0. De méme, s’il existe une solution, disons u, alors en particulier
a(u,u) = £(u) et (2.3) entraine que

aflull® <€) < (€] ]lul] -

Existence dans le cas symétrique. Si’application a est bilinéaire, symétrique, con-

1/2

tinue et elliptique, elle est un produit scalaire sur V' et la norme associée [v], = a(v,v)"/* est
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une norme sur V équivalente a la norme de V. Alors, d’apres le Théoreme de Représentation
de Riesz, il existe un unique élément f, € V tel que

Yo eV, l(v) =a(fe,v).

Donc, f; est la solution cherchée et I’application f, — £ est une bijection de V sur V',
continue ainsi que son inverse; c’est donc un isomorphisme. La démonstration dans le cas

non symétrique est admise. &

Remarque. Comme V et V’ sont deux Banach, il suffit qu'une des applications soit

continue; 'inverse 1’est automatiquement.

Cas symétrique: relation avec un probléeme de minimisation. On définit la fonc-

tionnelle

Yo eV, J() = %a(v,v) e

et le probleme de minimisation

Chercher u € V tel que J(u) = in€ J(v). (2.4)
vE

Lemme 2.2. Sous les hypothéses (2.2), (2.3) et si la forme a est symétrique, le probléeme
(2.4) admet une solution unique qui est la solution de (2.1).

Démonstration : La fonctionnelle J est deux fois dérivable:

J'(v)w = =[a(w,v) + a(v,w)] — L(w) = a(w,v) — L(w),

N | =

J"(v).(w, s) = a(w, s)

donc J”(v).(w,w) = a(w,w), constante positive (si w # 0) qui ne dépend pas de v; donc
J est strictement convexe sur V. De plus, J est coercive sur V car

1
J(v) 2 [gallvll = [ ]llv]l — oo quand [jv]] — oco.

Ces deux propriétés font que J a un minimum unique sur V' qui est atteint au point ou la
dérivée de J s’annule

VweV , J(u)w=0, ie. alu,w)—~£(w)=0,

et u est bien la solution de (2.1). &

e Exemples. Probleme de Dirichlet homogene pour le Laplacien.

13



Pour f donné dans H~1(Q), chercher u tel que
—Au=f dans Q et u=0 sur 0. (2.5)

Essayons de trouver une formulation variationnelle pour ce probleme. Comme le second
membre n’est pas régulier, on ne cherche pas une solution classique (i.e. de classe C?), mais
dans un espace ou les dérivées sont définies au sens des distributions. Puisque Awu est dans
H=1(Q), on peut essayer de chercher u dans H'(Q) et donc dans H}(Q) puisque u = 0 sur
0Q . Prenons v dans H}(Q). La densité de D(Q2) dans H}(Q) entraine que

Yo € HY Q) , Yw € HY(Q) , (—Aw,v) = (Vw, Vv).

Donc, si u est une solution de (2.5) dans H'(Q), alors u est aussi une solution de la

formulation variationnelle:

Chercher u € H}(Q) tel que:
Yo € HY(Q) , (Vu, Vo) = (f,v). (2.6)
Réciproquement, soit u une solution de (2.6) et prenons v = ¢ € D(Q):

Vo € D(Q), (f,¢) = (Vu, Vo) = —(Au,¢),

donc au sens des distributions,

—AU:f,

et comme f € H~1(Q), cette égalité a lieu dans H~1(Q). On a donc montré que la for-
mulation variationnelle (2.6) est équivalente & chercher u dans H!(Q), solution de (2.5).
Pour résoudre ce probleme, il faut montrer que la formulation variationnelle (2.6) a une
solution unique. Vérifions les hypotheéses du Lemme de Lax-Milgram avec V = HE (),
V' = H1(Q), a(u,v) = (Vu, Vo) et £(v) = (f,v). H} () est un Hilbert muni de la norme
| - ]1.0 (équivalente & la norme || - ||1,o grace a 'inégalité de Poincaré) et (Vu, Vv) est le
produit scalaire associé a cette norme. Donc les hypotheses (2.2) et (2.3) ont lieu avec

M =1et a =1 et le probleme (2.6) a une solution unique u et

lule < [[fll-1.0- (2.7)

Conclusion: L’opérateur —A est un isomorphisme de H}(Q) sur H~1(Q). Quand f est
plus réguliere, la solution u a aussi plus de régularité, mais ce sont des résultats difficiles.

En voici quelques-uns.

14



Théoréme 2.3 admis.

1) On suppose que Q) est de classe C1'! ou que Q est un polygone ou un polyédre
convexe. Alors opérateur —A est un isomorphisme de H?(Q) N H}(Q) sur L?(Q).

2) On suppose que § est un polygone quelconque en dimension deux. Pour chaque t
tel que 1 <t < 4/3, I'opérateur —A est un isomorphisme de W2(Q) N H}(Q) sur L*(Q).
3) On suppose que §) est un polyédre Lipschitz en dimension trois. L’opérateur —A

est un isomorphisme de H3/?(Q) N H} () sur L3/2(Q).

Conséquence: Sous les hypothéses du Théoréeme 2.3, 1) il existe une constante C' telle
que
Vu € H*(Q)NH(Q) , |ullz.o < Cl|Au

0,Q -

Ce résultat est faux si {2 est un polygone ou un polyedre avec un coin rentrant, i.e. il existe
des seconds membres f pour lesquels la solution de (2.5) n’est pas dans H?(2). De plus,
ce résultat est optimal en ce sens que si € est de classe C1'! ou un polygone ou un polyedre
convexe, il existe des solutions u qui ne sont pas plus régulieres que H2(£2) méme si f est
plus réguliere. Enfin, on a des estimations analogues correpondant aux parties 2) et 3) du
Théoreme 2.3.

En plus on est dans le cas symétrique et on peut interpréter (2.5) comme un probleme

de minimisation. Soit
1
Yo e Hy(Q), J(v) = §HWH(2),Q —(f,v).

La solution u de (2.5) est 'unique élément de HE(£2) qui réalise le minimum de J(v) dans
Hy ().

Enfin, on considere le probleme non-homogene:

Pour f donné dans H~'(Q) et g donné dans H'Y?(0Q), chercher u € H'(Q) tel
que
—Au=f dans ) et u=g sur 0. (2.8)

Remarquons d’abord que ce probleme a au plus une solution. On veut se ramener au
probléme homogene. Puisque H'/2(9Q) est I’espace des traces des fonctions de H'(Q), il
existe u, € H'(Q) tel que u, = g sur 99, (u, s’appelle un relevement de g dans €2). Posons
up = u — ugy; alors (2.8) équivaut au probleme homogene:

Chercher ug € HY(Q) tel que:

—Aug = f+ Auy dans Q et ug =0 sur 09. (2.8")
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Comme Auy € H7Y(€), ce probleme a une solution unique ug. Donc u = ug + ug est
solution de (2.8) et comme (2.8) a au plus une solution, cette solution est unique et ne

dépend pas du choix du relevement u,. Puisque

= luglr,0,
'inégalité (2.7) donne:

luolr,0 < [fll-1.0 + [[Augll-1.0 < [[fll-1.0 + |ugla-
Donc pour tout relevement u, de g,

< P2+ D)Y2fl-re + (PP + D2 + Dyl

donc
Julle < (P24 D2l o+ (P + )72 +1) ind ol

<P+ D)2 fl-re + (PP +1DY2 + Dllgllin 200
Conclusion: L’application u + (—Awu,you) est un isomorphisme de H!(Q) sur H~1(Q) x
HY2(0Q).
e Probleme de Neumann homogene pour le Laplacien:

Pour f donné dans L?(Q) chercher u tel que

—Au = f dans Q et ou =0 sur 012. (2.9)
on
Il faut d’abord donner un sens a la dérivée normale. On a vu que 8—:‘1 n’est pas défini si u

est seulement dans H1(Q), mais ici on a en plus que Au € L?(9).

Théoréme 2.4 admis. Soit v € H'(Q) tel que Av € L2*(Q). Alors on peut définir
viv = 2 sur 90 et yiv € H-Y/2(9Q), le dual de H'/2(9Q). De plus, la formule de Green
pour le Laplacien est valable.

Maintenant, on remarque que ce probleme n’a pas toujours de solution. En effet,

supposons qu’une solution u existe et intégrons (2.9) sur € (ce qui est possible car f et

donc —Awu sont dans L?(Q)):
—/ Audm:/fda:.
Q Q

Puisque la formule de Green est valable pour Aw:

—139—/fd93



et (2.9) entraine que fQ fdx = 0. Donc, pour qu’une solution existe, il faut ajouter la

condition de compatibilité
/ fdx=0. (2.10)
Q

Ensuite, on remarque que méme si une solution existe, elle n’est jamais unique, car (2.9)
ne varie pas si on remplace u par u+c. Donc, au lieu de chercher v dans H'(Q2), on cherche
u dans H1(Q)/IR et on peut donc préciser (2.9):

Pour f donné dans L?(Q) vérifiant

/ fdx =0, (2.10)
Q
chercher u € H*(Q)/IR tel que

—Au = f dans Q et ou =0 sur 0f2. (2.9)
on

Pour trouver une formulation variationnelle, on prend le produit scalaire de (2.9) par une
fonction v de H'(Q) et on applique la formule de Green pour le Laplacien. En tenant

compte de la condition sur la frontiere, on trouve la formulation variationnelle

Chercher u € HY(Q)/IR tel que
Yo e H(Q)/R , (Vu,Vv) = (f,v). (2.11)

Remarquons que cette équation a aussi lieu pour tout v € H'(Q) car le premier membre ne
change pas si on ajoute une constante a v et grace a (2.10), le second membre ne change pas
non plus. Réciproquement, soit u une solution de (2.11). Prenons d’abord v = ¢ € D(Q):

Donc, au sens des distributions
—Au = f7

et comme f € L?(Q), Au € L?(Q) et cette égalité a lieu pp dans Q. Il reste & retrouver
la condition sur la frontiere. On prend le produit scalaire de cette derniere équation avec
v € H(Q) et on applique la formule de Green:

Yo € HY(Q) , (Vu, Vv) — (g—z,v)ag = (f,v).

En comparant avec (2.11), il reste

5
Yo € HY(Q) ,<a—Z,U>aQ ~0.
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Puisque g—:‘l € H2(0Q) et que v parcourt tout Iespace H'/?(0Q), ceci entraine que

g—z = 0 sur 0f2. Donc, le probleme aux limites (2.9), (2.10) est équivalent a la formulation
variationnelle (2.11).

Appliquons le Lemme de Lax-Milgram a (2.11). On a V = HYQ)/RR, a(u,v) =
(Vu, Vv) et £(v) = (f,v). D’une part V est un espace de Hilbert pour la norme quotient
inf.c g ||v+¢||1,o. D’autre part, le Théoreme de Deny-Lions, appliqué avec k = 0, entraine
que la semi-norme |v|; o est une norme sur H'(2)/IR équivalente & la norme quotient
inf.e gk ||[v+c|l1,0. On prend donc la semi-norme |v|; o comme norme sur V. Alors la forme
a est le produit scalaire associé a cette norme et elle est continue et elliptique sur V' avec

M =1 et a = 1. Enfin, grace a la condition (2.10), la forme ¢(v) est bien définie sur V et

Vo€ H'(Q) , [(f,0)l = [(f,v+) <|f]

< inf
< |1 flo.0 inf [lo+c

0,9 ’U + CHO,Q 5 VC € R
0.0 <CIf

0.0lv1,0-

Donc ¢ appartient au dual: (H1(Q)/IR)’ et

1]l < Cllfllo.cs

ou C' est la constante du Théoreme de Deny-Lions.

Conclusion: Le probleme de Neumann homogene (2.9), (2.10) a une solution unique u et
uli,e < Cf flloe-

Contrairement au probleme de Dirichlet, le probleme de Neumann ne peut pas étre
posé avec un second membre arbitraire dans H ~!(£2) car dans ce cas, la dérivée normale
n’a pas de sens. De plus la formulation variationnelle (2.11) n’est pas valable, car on ne
peut prendre que la dualité avec les éléments de Hi(2) et en appliquant la formule de
Green, on perd le terme de bord. Cependant, il peut étre posé avec un second membre
dans LP(2) pour p > 1 en dimension deux et p > 6/5 en dimension trois; ceci est une
conséquence des injections de Sobolev du Théoreme 1.17. Enfin, on a en particulier les

résultats de régularité suivants.

Théoréme 2.5 admis.

1) On suppose que Q) est de classe C1'! ou que Q est un polygone ou un polyédre
convexe. Alors la solution u de (2.9), (2.10) appartient & H?(Q2), avec dépendance continue
sur la donnée.

2) On suppose que ) est un polygone quelconque en dimension deux. Pour chaque
t tel que 1 <t <4/3,si f € L}(Q) alors u € W2!(Q), avec dépendance continue sur la
donnée.

Conclusion: Sous les hypotheses du Théoreme 2.5 1) il existe une constante C, qui ne
dépend pas de u telle que |u|2 o < C|| flo,0-
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Les remarques faites plus haut concernant 'influence des coins sur la régularité de la

solution sont aussi valables pour le probleme de Neumann homogene.

e Probleme de Neumann non-homogene pour le Laplacien:

Pour f donné dans L?*(Q) et g donné dans H~'/%(9€), chercher u € H*(Q)/IR tel
que

—Au = f dans Q et g—u =g sur 09). (2.12)
n

Ici aussi il faut une condition de compatibilité pour que la solution existe. Supposons
qu’une solution u existe, intégrons (2.12) sur ) et appliquons la formule de Green:

ou

La condition au bord dans (2.12) entraine que [, fdx = —(g,1)sn. Donc, pour qu'une

solution existe, il faut ajouter la condition de compatibilité

/ fde=—(g,1)oq. (2.13)
0

De méme, il faut chercher u dans I’espace quotient H'(Q)/IR pour assurer I'unicité de la
solution et la formulation variationnelle s’obtient comme pour le probleme homogene. On
prend le produit scalaire de (2.12) par v € H'(Q) et on applique la formule de Green:

(V’LL, VU) - (f7 U) + <g7 U>BQ .

D’ou la formulation variationnelle:

Chercher u € HY(Q)/IR tel que:
Yo e HY(Q)/IR , (Vu,Vv) = (f,v) + {g,v)s0 . (2.14)

De méme que pour (2.11), cette égalité vaut pour tout v € H'(2). La réciproque se
démontre comme pour le probleme homogene. D’ou I'équivalence du probleme aux lim-
ites (2.12), (2.13) avec la formulation variationnelle (2.14). Appliquons le Lemme de Lax-
Milgram a (2.14). Ici, £(v) = (f,v) + (g, v)aq. Grace a la condition (2.13), la forme ¢(v)
est bien définie sur V = H(Q)/IR et pour tout v € H(Q)

|(f,’l)) + <97U>BQ| = |(f,’U+C) + (g,v+c>39|
<|If
<|If

< (1fllo.2 + lglzr-1/2(00) inf [lo+c

< CUflloe + gl z-1r200)) v

o.ollv+cllog + l9llz-1/200) 1V + cll 17200

0.0llv+dllo,a + lgllm-r/200) v+ clia, Ve R

1,0

1,925
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ou C' est la constante du Théoreme de Deny-Lions avec k = 0. Donc ¢ appartient au dual:
(HY(Q)/IR) et
1]l < Clfllo.e + llgllzr-1/2(00)) -

Conclusion: Le probleme de Neumann non-homogene (2.12), (2.13) a une solution unique
u et [ulio < C([flloe + 9llg-1/2(90))- Comme la forme a est symétrique, le probleme
(2.14) (de méme que le probleme (2.11)) est aussi un probleme de minimisation. On prend

Tw) = 21900~ () ~ (g, v)an.

et la solution u de (2.14) est I'unique élément de H*(2)/IR qui réalise le minimum de J(v)
sur H(Q)/IR.

Enfin, on a en particulier le résultat de régularité suivant.

Théoréme 2.6 admis. On suppose que Q est de classe C' et que g € HY/?(0Q). Alors
la solution u de (2.12), (2.13) appartient a H?(().

Conclusion: Si 2 est de classe C1'!, il existe une constante C, indépendante de u telle que

ulz,0 < C([[fllo,0 + gl z1/72(00)) -

Remarques. 1. La condition au bord du probleme de Dirichlet s’appelle “condition es-
sentielle” parce qu’elle est imposée aux fonctions de l'espace. La condition au bord du
probleme de Neumann s’appelle “condition naturelle”, parce qu’elle découle implicitement
de la formulation variationnelle et n’est pas imposée aux fonctions de I'espace. De ce fait,
le probléme non-homogene de Neumann a une formulation variationnelle directe obtenue
en rajoutant la contribution du terme de bord au second membre. Par contre, le probleme
non-homogene de Dirichlet n’a pas de formulation variationnelle directe, car on ne peut pas
imposer la condition vyyv = g au fonctions de 1’espace (ce n’est plus un espace vectoriel): il
faut relever la condition au bord et se ramener au probléeme homogene.

2. On peut toujours résoudre le probleme variationnel:

Pour (¢ donné dans (H'(2)/IR), chercher w dans H'(Q)/IR tel que
Vo e HY(Q)/IR , (Vu, Vo) = £(v).

Par exemple, on peut avoir £(v) = [, f-Vovdx ou f € L2(Q)?. 11 est facile de vérifier
par le Lemme de Lax-Milgram que ce probleme a une solution unique u et que u satisfait
I’estimation

fuls.a < 1]l

ot on a munit H'(Q)/IR de la norme | - |1 o. Mais la difficulté est I'interprétation de ce
probleme.
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e Probléeme mélé de Dirichlet-Neumann homogene pour le Laplacien. On suppose que

0% est la réunion de deux parties disjointes: I'; et I'y, chacune de mesure non-nulle.

Pour f donné dans L?(Q), chercher u € H'(Q) tel que:

—Au=f dans Q , u=0 surI'; et S—Z:O sur I's . (2.15)

On introduit ’espace
H&Fl(Q) ={ve H' (Q);v=0sur I'y}.

Théoréme 2.7 admis (Extension de I’inégalité de Poincaré). Si la mesure de I'y
est non-nulle, la semi-norme |v|1 o est une norme sur Hj . (Q) équivalente & la norme de

HY(Q): il existe une constante Py telle que

Vo € Hyr, (Q) . [[vlloe < PilIVo

0,Q -

Pour mettre (2.15) sous forme variationnelle, on prend le produit scalaire de (2.15) avec
v E H&Fl(Q) et on applique la formule de Green. En tenant compte des deux conditions
au bord, il reste

Yo e Hyp (), (Vu,Vv) = (f,v). (2.16)

Réciproquement, soit u € H&Fl (€2) une solution de (2.16). En choisissant d’abord v = ¢ €
D(Q2), on trouve
—Au = f dans Q,

d’abord au sens de D’(Q2) et ensuite pp dans € puisque f € L?(Q). Ensuite, en prenant
le produit scalaire de cette équation avec v € H&Fl(Q) (ce qui est valable puisque Au €
L?(Q)), en appliquant la formule de Green et en comparant avec (2.16), il reste

ou

Yo € H&Fl(Q) , —(a—n,v

>F2:0'

On admet (ce qui est vrai) que ceci entraine que g—z = 0 sur I's. D’ou ’équivalence entre

le probleme aux limites (2.15) et la formulation variationnelle:

Chercher u € H&Fl (Q), tel que:
Yo € H(}’FI(Q) , (Vu, Vo) = (f,v). (2.16)

Appliquons le Lemme de Lax-Milgram a (2.16). On prend V = Hé,rl (©), muni de la
norme |- |1 . C’est un espace de Hilbert grace a I’extension de I'inégalité de Poincaré. On
prend a(u,v) = (Vu, Vv) et £(v) = (f,v). Alors les hypotheses du Lemme de Lax-Milgram
sont satisfaites avec M =1, a =1 et |[£][. < P1|fllo.a-
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Conséquence. Le probleme (2.16) a une solution unique u et on a la majoration

lul1,0 < P1llflloe-

De plus, comme la forme a est symétrique, on peut interpréter (2.16) comme un probléme

de minimisation. Soit

Tw) = SI90lR0— (F.0).

Alors u est 'unique élément de H&’Fl(Q) qui minimise J(v) sur H&’Fl(Q).

Exercice. Enoncer un résultat semblable pour le probleme meélé de Dirichlet-Neumann

non-homogene.

Contrairement aux problemes de Dirichlet et de Neumann, et quelque soit la régularité
de la frontiere, il existe des seconds membres f dans L?(€) pour lesquels la solution u du
probléme mélé de Dirichlet-Neumann n’est pas dans H?(Q2). Il y a une exception lorsque €
est un rectangle et que la frontiere commune entre I'; et I's se trouve sur un ou plusieurs

angles du rectangle. Dans ce cas, toutes les solutions sont dans H?((2).

e Probleme de Dirichlet homogene pour le bi-Laplacien:

Pour f donné dans H™2(Q)), chercher u € H?(Q) tel que:

A’u=f dans Q , u=0 sur 0Q et S—Z:O sur 0€2. (2.17)

Pour le mettre sous forme variationnelle, prenons le produit de dualité de (2.17) avec
v € HZ(Q). La densité de D(Q) dans HZ () entraine que

Yo € H3(Q), Yw € H*(Q) , (A%w,v) = (Aw, Av).

D’ou la formulation variationnelle:

Chercher u € HZ(Q) tel que:
Yo € H3(Q) , (Au, Av) = (f,v). (2.18)

L’équivalence de (2.18) avec (2.17) est une conséquence immédiate de la densité de D(Q2)
dans HZ(Q). Appliquons le Lemme de Lax-Milgram. Prenons V = HZ(Q2), muni de la norme
|Avl|o,0, qui est une norme équivalente a la norme ||v||2,o. La forme a(u, v) = (Au, Av) est
le produit scalaire associé a cette norme et £(v) = (f, v). Donc les hypotheses du Lemme de
Lax-Milgram sont satisfaites avec M =1, a = 1 et ||{|[« = || f||z—2(q), ol la norme duale
correspond & la norme ||Av||.o de H3(£2). Donc (2.18) a une solution unique u € H () et
|Aullo,0 < [[fllz-2(0)- De plus, comme la forme a est symétrique, u est 'unique fonction
de HZ(€) qui minimise la fonctionnelle J(v) = %HA’UH%’Q — (f,v) dans HZ(Q).
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Non-unicité de la formulation variationnelle. La formulation variationnelle n’est

jamais unique. Reprenons par exemple le probleme de Neumann pour le Laplacien:

—Au = f dans Q et g—z =0 sur 99, (2.9)

ot f est donné dans L?*(Q2) avec [, fdx = 0. On aura besoin de I'espace des fonctions &

valeurs vectorielles

H(div; Q) = {v € L*(Q)%; divw € L*(Q)}.

On peut démontrer que la trace normale v - n sur 9€2 a un sens pour les fonctions de
H(div; Q), elle appartient & H~'/2(9Q) et la formule de Green suivante est valable:

Vo € H(div;Q), Yw € H(Q) , /

Q(div'v)wdac = —/ v-Vwdr+ ((v-n),w)sq .

Q

Ceci permet de définir I'espace
Hy(div; Q) = {v € H(div;Q?); v-n =0 sur 0Q}.

Maintenant, soit u la solution de (2.9) et posons z = Vu. Alors z € Hy(div;) avec

div z = Au et la formule de Green donne
Vw € Ho(div; Q) , (z,w) = —(u,divw).

Remarquons que dans cette égalité, le fait que u soit dans H'(Q) n’intervient pas et qu’elle
a un sens pour u seulement dans L?(Q2). On prend le couple (z,u) pour inconnue et on
considere la formulation variationnelle:

Chercher un couple (z,u) dans Ho(div; Q) x L*(Q2) tel que

Vo € L?(Q) , —(divz,v) = (f,v),

(2.19)
Vw € Hy(div; Q) , (z,w) = —(u,divw).

On vient de voir que si u est la solution de (2.9), alors le couple (Vu,u) est solution
de (2.19). Réciproquement, soit (z,u) une solution de (2.19). Prenons dans la deuxieme
équation w =t € D(Q)?. Alors

(z,t) = —(u,divt) = (Vu,t),

donc au sens des distributions
z=Vu.

Comme z € Hy(div; ), ceci entraine que u € H(Q), Au € L*(Q) et que % = 0. Alors
la premiere égalité donne

—divz = f = —Au,
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et u est la solution de (2.9).
Remarquons que la condition au bord g—:ﬁ = 0 se traduit ici par z - n = 0 et qu’elle est
devenue une condition essentielle. C’est possible car on utilise ici le fait que Au € L?(),

alors qu’on ne 'utilise pas dans la formulation variationnelle (2.11).

Non-existence de la formulation variationnelle. Il y a des problemes qui n’ont pas
de formulation variationnelle. Par exemple, soit 2 le carré | — 1, 1[x] — 1, 1[ et considérons
le probleme

Pour f donné dans L?(Q) chercher u tel que:

—Au = f dans Q,
o du Ny
u =0 sur les trois cotés x = —1,x = +1,y = —1 et on =0 surlecoté y=—1.
n
Noter qu’il y a deux conditions sur le coté y = —1 et aucune condition sur le c6té y = +1.

Si on essayait de le mettre sous forme variationnelle, pour imposer la condition u = 0 on
chercherait v dans 1’espace

V:{’UEHl(Q>;’U:O su_rx:_l,x:_i_l’y:_l}’

et pour éliminer le terme de bord sur le coté y = +1, on prendrait le produit scalaire
de —Au = f par v € H}(Q). Mais cette formulation ne permettrait pas de retrouver la

condition % = 0 sur le coté y = —1.

Sur I’'importance du choix de ’espace. Le choix de ’espace joue un role primordial
dans I’énoncé d’un probleme aux limites dans ce sens qu'un changement d’espace, parfois
d’apparence anodine, peut modifier considérablement ’ensemble des solutions. Voici un

exemple. On considere le probleme
—Au=0 dans 2, u=0 sur 99,
ou (2 est la boule unité privée du premier quadrant, dans le plan :
Q=B(0;1)\(x>0Nny>0).

Si on pose ce probléme dans H!(Q), sa seule solution est 4 = 0. Mais si on pose ce probleme
dans L2(€2), alors il a un espace vectoriel de solutions (non-nulles) de dimension un, qui
évidemment ne sont pas dans H'(Q). L’existence de ces solutions singulieres est due au

coin rentrant (donc non-convexe) a ’origine.
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III. Théorie abstraite de ’approximation variationnelle interne

On veut approcher le probleme (2.1):

Pour ¢ donné dans V' chercher u dans V tel que:
YoeV , a(u,v) ={(v),

en faisant les hypotheses du Lemme de Lax-Milgram: V' est un Hilbert, la forme bilinéaire
a est continue sur V' x V et elliptique sur V:

VYueV,YveV , alu,v) < Mlullv|,
Yo eV, a(v,v) > alv]?.

e Soit h > 0 un parametre de discrétisation destiné a tendre vers 0 et pour chaque h

soit V3, un sous-espace de V' de dimension finie. Le probleme approché est

Chercher uy, € Vj, tel que:
Yup, € V), , a(uh,vh) = f(’l)h) . (31)

Remarque. Il y a deux mots clés: sous-espace et dimension finie. La dimension finie est
une maniere de discrétiser le probleme. Et cette discrétisation est interne parce que 1’espace
discret est un sous-espace de V. Lorsque V}, n’est pas un sous-espace de V', la discrétisation

est externe.

Soit N (h) la dimension de V}, et (Hz)ii(lh ) une base de Vj, ; (3.1) est un systéme linéaire

carré de dimension N (h), dont les inconnues sont les composantes de u;, dans la base des
(0;). On le développe: uj, = Zjvz(?) uj 0, et (3.1) s’écrit

N(h)

j=1

Soit A la matrice et b le second membre de ce systéme linéaire; alors A; ; = a(f;,6;) et
b; = £(0;).

L’hypothese d’ellipticité entraine I’existence et I'unicité de la solution de (3.2). Mais
c’est une hypothese beaucoup trop forte, car comme on est en dimension finie, il suffit par

exemple que pour tout vy, de Vi, a(vp,v) = 0 entraine vy, = 0.

Remarque. Si la forme a est symétrique, la matrice A est aussi:
Ai,j = CL(&j, 92) = CL(GZ', HJ) = Aj,i .
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Comme de plus a est elliptique, alors A est définie positive:

N(h) N(h) N(h) N(h)

Vu e RN® voe RV | (Au,v)= )" Y A juvi= ) a Z 0ju;,0
=1 j=1 =1
N(h)

Zau@ i = a(u,v).

Donc (Av,v) = a(v,v) > 0 pour tout v # 0, donc pour tout v # 0.

Lemme 3.1 de Céa. Sous les hypothéses du Lemme de Lax-Milgram, on a la majoration
d’erreur:

M .
lu—up| < — inf [lu—ws, (3-3)
o v EVY

i.e. Perreur de discrétisation du probléme (2.1) est du méme ordre que I'erreur d’approxima-
tion de V par V.

Démonstration: Puisque V}, C V, on peut prendre v = v;, € V}, dans (2.1):
Yo, € Vi, alu,vp) = £(vg) .

La soustraction avec (3.1) donne
Vop, € Vi, a(u —up,vp) =0.

Donc

Yo, € Vi, a(u — up,u — up) = alu — up,u — vp) .

La continuité et l'ellipticité de a donnent

M
Yo, € Vi, , ||u—uh||§g||u—vh||. &

e Propriétés souhaitables des espaces discrets. La discrétisation provient uni-
quement du choix de l’espace V},, puisque c’est la seule chose qui différencie le probleme
discret du probleme continu.

1. L’espace V}, doit approcher I'espace V' avec une bonne précision. Comme V' est un espace
de dimension infinie, ceci entraine obligatoirement que N (h) — oo quand h — 0. Donc on

a en général affaire a des systemes de grande dimension.

2. L’espace V}, doit avoir une base (9-)N(h)

facile a employer et telle que les coefficients
a(6;,0;) de la matrice et £(6;) du second membre soient faciles a calculer. Puisqu’elle est
de grande taille, il est souhaitable que la matrice soit creuse et bien conditionnée pour

résoudre le systeme linéaire efficacement.
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IV. Eléments finis de Lagrange “triangulaires” de IR

e Description de la méthode des éléments finis. Les méthodes les plus utilisées en
pratique pour résoudre les équations aux dérivées partielles sont les méthodes de différences
finies, les méthodes d’éléments finis et les méthodes de volumes finis. Ces trois méthodes
sont étroitement liées.

Dans les exemples concrets, V' est un espace de fonctions définies sur un ouvert {2
de IR et la forme a ainsi que le second membre ¢ font intervenir des intégrales des fonc-
tions et de leurs dérivées. La méthode des éléments finis consiste a partitionner {2 en un
“orand” nombre de “petits” morceaux de forme simple, appelés éléments. L’ensemble de
ces éléments s’appelle un maillage. Par “petit” on veut dire que leur taille, qui est liée au
parametre h, n’est pas bornée inférieurement et par “grand” on veut dire que leur nombre,
qui est lié & N(h) n’est pas borné supérieurement. La restriction des fonctions de V}, a
chaque élément est un polynome ou une transformée d’un polynome de degré borné et
méme généralement assez petit. Le degré des polynoémes est englobé dans les constantes et
toute ’analyse numérique se fait par rapport au parametre h tendant vers 0. Noter que la
méthode des éléments finis passe obligatoirement par une formulation variationnelle.

Le principe de la discrétisation par les méthodes de différences finies et les méthodes
de volumes finis est semblable, en ce sens qu’elles retiennent la partition du domaine en
un “grand” nombre de “petits” morceaux, mais ni I'une ni ’autre ne demande que le
probléme a résoudre se mette nécessairement sous forme variationnelle. Pour les comparer,

considérons le probleme modele de Dirichlet pour le Laplacien en dimension deux:
—Au=f dans Q, u=0 sur 91).

Dans la méthode de différences finies, la partition de 2 en “petits” morceaux s’obtient
en recouvrant {2 par une grille parallele aux axes. Les “petits” morceaux sont les carrés
ou les rectangles, a l'intérieur de €2, formés par cette grille. On dit que le maillage est
rectangulaire. La méthode est évidemment plus facile a appliquer si les cotés de €2 sont
aussi paralleles aux axes, sinon, il faut approcher la frontiere par des segments du maillage,
ou bien faire une discrétisation spéciale au voisinage de la frontiere. Ensuite en chaque
noeud intérieur du maillage, on approche le Laplacien par un schéma aux différences finis,
tel que le schéma a cing points; c’est a dire, on cherche un ensemble de valeurs discretes,
up(a) en tout noeud a numéroté par le couple d’entiers (i, 7), du maillage telles que

—Apup(a) = f(a) en chaque noeud a du maillage intérieur a 2,

up(a) =0 en chaque noeud a du maillage sur le bord 992,

ou (en supposant pour simplifier que le maillage est carré)
Apun(a) = 73 lun(i+1,7) +un(i =1, 5) +un(@, j + 1) +un(i, j — 1) = dun(i, j)] -
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Dans la méthode de volumes finis, la partition du domaine en “petits” morceaux
est quelconque. Désignons ces morceaux ou mailles par €2;. La discrétisation s’obtient en
intégrant I’équation dans chaque €2, en appliquant la formule de Green:

ou

— —do = fdx
oy, on Qn

et en discrétisant g—:‘l au moyen d’une inconnue discréte par maille Qy,, disons uy(c), ou ¢

désigne par exemple le centre de 2. En plus, il faut ajouter des noeuds sur le bord 952 ou
on impose la condition essentielle u© = 0.

Lorsque le probleme a résoudre a une formulation variationnelle, on peut montrer que
la grande majorité des méthodes de différences finies se déduisent de méthodes d’éléments
finis ot les intégrales sont calculées par une formule de quadrature convenable. C’est moins
évident en ce qui concerne les méthodes de volumes finis, mais on pense aussi que c’est vrai
pour nombre d’entre elles. Compte tenu de ces remarques, on privilégie dans ce cours les
méthodes d’éléments finis car on dispose de beaucoup plus d’outils mathématiques pour

en faire ’étude théorique que pour étudier des deux autres méthodes.

Dans la méthode des éléments finis la plus simple, les éléments sont des d-simplexes
et les fonctions sont des polynomes.

e L’espace IP;. Rappelons que c’est ’espace des polynomes a d variables de degré total
inférieur ou égal a k.

Exemple. IP; quand d = 2 est engendré par:

2 2 3 2 2 3
1,$1,x2,$1,x2,$1$2,x1,$1$2,x1$2,$2,

1
dim(/Py) = Q(k +1)(k+2).
Exemple. [P, quand d = 3 est engendré par:
1,.’131, X2, T3, x%?'wg? x§7x1$27 xr1x3, T2x3,
1
dim(Py) = E(k +1)(k+2)(k+3).

e Le d-simplexe T. C’est la généralisation d'un triangle. En dimension d = 2, soit a! =

(ai,a}), a® = (a3,a3), a® = (a3, a3) trois points non-alignés; T est le triangle passant par

ces trois sommets. Dire qu’ils sont non-alignés veut dire que le déterminant de la matrice

1 2 3

CL% CL% CL%

M — CEQ CEQ a/2
1 1 1



est non-nul. En le développant on trouve que

det(M) = (ai — ay)(a3 — a3) — (af — ay)(a3 — ay) = £2|T].

2 a® et a* quatre points qui ne sont pas dans un

De méme en dimension d = 3, soit a', a
méme plan; 1" est le tétraedre passant par ces quatre sommets. Dans le cas général, soient
al = (a;);lzl,. .., at = (a?)?zl, a®tl = (a?“)?zl, d + 1 points de IR? qui ne sont pas
dans un méme hyperplan. Le d-simplexe T est ’enveloppe convexe de ces points, i.e. le
plus petit convexe passant par ces points. Dire que ces points ne sont pas dans un méme

hyperplan veut dire que le déterminant de la matrice

al a? ... a9t
ay a ... a4

M = Lo
12 d+1

al ai ... af

1 1 ... 1

est non-nul. On dit que dans ce cas, le d-simplexe T" est non-dégénéré.

Coordonnées barycentriques. Le d-simplexe 1" peut étre aussi représenté par les coor-
données barycentriques {)\Z}fill de ses sommets.

Définition. Pour chaque ¢, 1 <7 < d+ 1, \; est le polynome de degré 1:
Ai(x) =1y + coxa + ...+ cqxg + Cata

qui vérifie
V1 S]Sd—f—l N )\Z-(aj) :6i,j-

Pour chaque i, les d 4 1 coefficients de \; sont les inconnues d’un systeme linéaire de d + 1
équations. Ces d + 1 systémes ont la méme matrice: M et donc ont une solution unique
si le d-simplexe T' est non-dégénéré.

d+1

Définition équivalente. Pour tout point = = (z;)%; de IR?, les nombres (\;(x))¢]

vérifient les identités:

d+1
Vi<i<d, Y all(@) =,
j=1
d+1
Z/\](CE) =1
j=1

Pour chaque point @, c’est un systeme linéaire de d + 1 équations a d + 1 inconnues, les
nombres (\;(z))?*7, dont la matrice est M. Il a donc une solution unique si le d-simplexe

T est non-dégénéré. Il est clair que chaque fonction \; est affine et on vérifie facilement
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que quand on prend & = a’, alors \;(a’) = §; ; est une solution de ce systeme. Comme il
n’y a qu’une seule fonction affine qui vérifie ceci, c’est bien la coordonnée barycentrique et

les deux définitions sont équivalentes.

e Deux propriétés importantes. Une caractérisation de 7T
T={xecR;0< ) \(x)<1 pour 1 <i<d+1}.

Une caractérisation de IP;:

d+1
Vpe Py, Vo € R, p(x) = Zp(ai))\i(:r:) :
i=1

e Parametres géométriques:
hr = diametre de T' = longueur du plus grand coté,

pr = rondeur de T' = diametre de la boule inscrite dans 77,

h

T L
or = — mesure de la non degénérescence de T'.
PT

e La transformation affine. Le d-simplexe de référence T a pour sommets les points
a' = (1,0,...,0), a*=(0,1,0,...,0), ...,a% = (0,0,...,0,1), a** = (0,0,...,0).

Soit T' un d-simplexe non-dégénéré de sommets a',a?,...,a?, a® . 1l existe une et

une seule matrice inversible By de IR%% et un seul vecteur by de IR? tels que
Vi<i<d+1,a" =Bra +br.

En effet, i = d+ 1 donne by = a® ' eti=1,i=2, ..., 7= d donnent la colonne i de By:
Bi. = a' — a?!. On vérifie que det(Br)=det(M). Donc Br est inversible ssi T’ n’est pas
dégénéré. On note Fr I'application affine de IR? dans IR?

V& € R, © = Fr(&) = Bra +br.
Fr est inversible, car B 'est et
Ve € R, & = Fp'(x) = Byl (x —br).

De plus
T = Fr(T).
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e Notation. Tout ce qui se rapporte a I'espace de référence est noté avec un chapeau.
En particulier, la composition avec Fr est notée avec un chapeau: pour toute fonction v
définie sur T', on écrit

0(z) = voFr(®) = v(Fr(z))

et on supprime le chapeau quand on compose avec F . 1. pour toute fonction ¢ définie sur

T, on écrit

v(x) = b0 Fp'l(x) = o(Fr'(x)).

Remarque. Les coordonnées barycentriques sont conservées par la transformation affine

Fr, ie. si on note exceptionnellement \; 7 (resp. A, +) la ieme coordonnée barycentrique
)

de T (resp. de T') alors

—

/\i,T = Ai,T .

—

En effet, posons u;(€) = \; r(x). Alors p; appartient a IP; et

pi(a@’) =i

L’unicité des coordonnées barycentriques entraine bien que p; = A, .
’

Proposition 4.1. On désigne par || - || la norme Euclidienne de IR? et aussi la norme
matricielle subordonnée. On a les relations:

Bl < 1B7Y < 2L |det(Bp)| = =
| TH_p 1B |l P |det(Br)| 7

7 T 7|

Démonstration : Par définition,

Y

”BT” = sup ||BT’U|| _ ||BTv||
verd ||V lvll=ps  Pi

et le sup est atteint. Soit v un vecteur de IR? de norme p4 et qui réalise ce sup. Alors il

existe deux points ¢ et z sur le bord de la boule inscrite dans T tels que v = Yy — z. Donc
Brv=Br(y - 2)=Fr(y) - Fr(2) =y — z,
ou y et z sont deux points de T'. Alors
[Bro| = [ly — 2| < hz

La deuxieme inégalité se déduit de la premiere en interchangeant les roles de T et T car

Fr'(x) = By (x — br) a la méme structure que Fr avec pour matrice By
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La troisieme égalité vient de ce que |det(Br)| est le Jacobien de Fr. Donc
|T| = / dx = / |det(Br)|dx = |det(BT)||T|. &
T T
Conséquence. Il existe des constantes C'7 et Cy, indépendantes de T', telles que
Cop% < |det(Br)| < C1hs- .
e Transformation des dérivés. On a les formules suivantes:

Vab(&) = (B3 Vav) 0 Fr(@) , Veo(®) = [(Bf) ' Vai] o Fr ' (z).

A

Théoréme 4.2 admis. Siv € H™(T), alors v € H™(T') et il existe une constante C1,

indépendante de T, telle que

Vo € H™(T) , [0, 7 < Ca|[Br|™|det(Br)| ™2 vl 1z

~

Siv e H™(T), alors v € H™(T) et il existe une constante Cy, indépendante de T, telle

que
Vo € H™(T) , [vlm,r < Co|| B3| |det(Br)['/?[d],,, 7
e Le triplet (T, Pr,%r). On se donne

(i) une partie compacte et connexe T de IR? d’intérieur non-vide;

(ii) un espace vectoriel Pr de dimension finie M, de fonctions définies sur 7', a valeurs

réelles;

(iii) un ensemble X7 de M formes linéaires indépendantes, ;, définies en particulier sur
Pr.

Définition. On dit que X7 est unisolvent sur Pr (Pp-unisolvent) si pour tout ensemble
de M scalaires «;, 1 <1 < M, il existe un unique p € Pr tel que

Vi<i< M, pi(p)=q;.

Si Y7 est unisolvent sur Pr, on dit que le triplet est un élément fini de Lagrange.

Quand Y7 est Pr-unisolvent, on peut munir Pr de la base {p;}, définie par
VI<j<M, ¢j(pi)=0di;,

et tout p € Pp s’écrit



On appelle Y7 I'ensemble des degrés de liberté de I’élément fini (T, Pr, Xr) et on peut
lui associer I'opérateur d’interpolation Il7: si v appartient a ’ensemble de définition des

formes linéaires de 7,
M
Mz (v) = > ¢i(v)pi.
i=1
De maniére équivalente, Il (v) est I'unique élément de Pr tel que
VI<i< M, ¢i(r(v)) = ¢i(v) .
Conséquence. On dit que IIy(v) interpole v sur Pr et on a

Vpe Pr, lIr(p) =p.

e Vérification de 1’unisolvence.

(i) on peut vérifier que pour tout p € Pr:
VI<j<M, ¢;(p)=0implique p = 0;

(ii) on peut calculer les fonctions de base de Pr. C’est plus dur, mais plus utile pour
I’approximation.
e Exemples classiques.
(i) Triangle T de type (1) dans IR*:
Pr=1IP,, Sr={f+ f(a"); 1 <i<3}.
Y7 est défini sur C(T). Fonctions de base

Di € Pl et pi(aj) = 5173' .

Donc

pi =i etllp(v) = Zv(ai))\i.

=1

(ii) Triangle T de type (2) dans IR%:
Pr=1IP, Yr={f— f(a);1<i<3}U{f— f(a”);1<i<j<3}.

Y7 est défini sur CO(T). Card(Xr) = 6 et dim(IP;) = 6. Fonctions de base

1

1 1
p1=2XA (A1 — 5) , P2 =2Xa2(Ao — 5) , p3 = 2X3(A3 — 5),
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D12 = 44X A2, paz = 4XaA3, p13 = 41 A3

Opérateur d’interpolation

3
i 1 ij
Iy (v) = ZZv(a (A = 5) +4 Z v(@?INA; .
i=1 1<i<y<3
(iii) Triangle T de type (3) dans IR*:
PT = IZD3 )

Sr={frfla); 1<i<3U{fr fa);1<i<j <3}
U{f = f@P);1<i<j<3LU{f = f(a™)}.
Y est défini sur CO(T). Card(Xr) = 10 et dim(IP3) = 10. Fonctions de base

9 1 2
pr=gMlM =) —g), p2=ghe(Ae— )2 —3), 3= SAs(As = 5)(As — 5),
27 1 27 1 27 1
D112 = 7)\1()\1 - g))\Q y P223 = 7)\2()\2 - g))\B y P113 = ?)\1()\1 - 5))\3,
27 1 27 1 27 1
Pi22 = ?Az(/\z - §)>\1 , P233 = ?AS(AS - g)/\z , P133 = 7>\3(>\3 — g))\la

P12z = 27TA\1A2\3 appelée fonction “bulle”.

Opérateur d’interpolation

9 1 2. 27 1
7 (v) = 3 Zv(a’))\l()\l - g)()\z' - g) t5 Z v(@"™)Ai(Ai — g))‘j
i=1 1<i<j<3
27 ijj 1 123
+ ? Z v(a ))\](/\] — §>>\Z + 27'1)(0, )/\1/\2)\3 .
1<i<j<3

(iv) Généralisation: d-simplexe T de type (k) dans IR?

T = d-simplexe non dégénéré , Pr = [P,

Y, = treillis principal d’ordre k
1 2 E—1
:{ZBGRd; 1§Z§d+17)\1($>€{07g7%77771}}

Remarquons que tous les A\;(x) € [0, 1] et donc tous les © € T'.

ET:{fo(a);\V/CLEEk}.
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Y7 est défini sur C(T'). L’unisolvence est admise.

Exercice. Extension aux tétracdres de type (1), (2) et (3).

¢ Exemples moins courants.

(v) Triangle T de Thomas de type (k) dans IR?
PT = Pk )

pour k > 3
ET:{f'_’f(ai);lgiSS}U{fH/ fpdo,Vpe Py o(T]); 1<i<3}
T’

U{fH/Tfpdw;VPEPk—B}a

ou IP,_o(T}) désigne la restriction des polynémes de IP,_5 au co6té T, donc a une variable;
pour k = 2, on supprime la réunion avec {f — fT fpdx ,Vp € IP;,_3} et pour k =1, Xp

est I’ensemble de I'exemple (i).

Remarque. Pour k£ > 3:
1
dim(Py) = Q(k + 1)(k+2)
1 1
Card(X7)=3+3(k—1)+ 5(1{; —1)(k—-2)= 5(1{; +1)(k+2).

Pour k£ =1 et 2, I’égalité est évidente.
Lemme 4.3. X7 est unisolvent sur IP;,.

Démonstration. Prenons d’abord k£ > 3. Il suffit de montrer que s’il existe p € IP, tel

que .
pour 1 <i<3, p(a’) =0,
pour1§i§3,/pqdazO,VqGPk_g(Ti/),
T
/pqdw:O, Vg € IPy—3,
T
alors p = 0.

1. Montrons que p s’annule sur chaque c6té T/. On choisit ¢ = p”" € Py_o(T)):

O:/ pp”daz—/ (p')?do .
T! T/

7 T

Donc p’ = 0 sur 77, donc p est constant sur 7} et comme p = 0 aux deux extrémités de

T!, alors p = 0 sur 7}.
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2. Puisque p s’annule sur le bord 07 de T', on peut factoriser P sous la forme
P=MAMAA3q, ouqé€ P, 3.
Alors
/ MA2As(g?)dz =0 donc AjAo3(¢?) =0 dans T car Ay Az)3(q?) >0 dans T'.
MaiST)\l AoA3 > 0 a l'intérieur de T'. Donc ¢ = 0 dans 1" et donc p = 0 dans 7.

3. Si k = 1, 'unisolvence est déja démontrée. Si kK = 2, on trouve de méme que p = 0 sur
OT. Donc p = A1 A2)\3 ¢, mais comme le degré de p est 2, alors ¢ = 0. &

(vi) Triangle T de Crouzeix-Raviart dans IR

On note f? le coté de T opposé & a’ et b; le milieu de ce coté.
Pr=1IP, Sy ={f+ f(b'); 1 <i<3}.
Y7 est défini sur C°(T). Fonctions de base
pr=1—2\,p2o=1—-2Xy,p3=1—2)3.
Opérateur d’interpolation
7 (v) = v(b") (1 — 2X1) +v(b*)(1 — 2X2) +v(b®)(1 — 2)3).
(vii) Une variante du triangle T de Crouzeix-Raviart.

PT:ﬂjl,ET:{fD—) de',lSZS?)}
fi
Y7 est défini sur HY(T).

Lemme 4.4. Y1 est unisolvent sur IP;.

Démonstration. C’est un systeme linéaire de 3 équations a trois inconnues. Il suffit de

montrer que si p € IP; vérifie

/ pdo =0, sur chaque coté f*de T,

alors, p = 0. Comme b’ est le milieu de f?, alors tout ¢ € IP; vérifie
/_ qdo = mes(f*) q(b").

Donc ici p(b") = 0 et on retrouve I'exemple précédent. &

Par rapport aux éléments finis des exemples précédents, cet élément fini présente
'avantage d’étre défini sur H!(T). On peut se demander s’il ne serait pas possible de
trouver une variante du triangle T'de Thomas qui soit aussi défini sur H(T'). C’est possible,
mais alors il faut utiliser des valeurs de fonctions en dehors de T', pour définir les degrés

de liberté aux sommets de 7', car chaque sommet est partagé par plusieurs triangles.

e Equivalence affine. On va voir comment on peut engendrer une famille d’éléments finis

de Lagrange a partir d’un seul élément (en général 1’élément de référence).
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Théoréeme 4.5. Soit (T, PY = {pi; 1 <i< M}) un élément fini de Lagrange dans IR?
et soit F' une application bijective et bicontinue de IR? sur IR®. Alors le triplet (T, P,% =
{pi; 1 <i < M}) défini par

T =F(T), (4.1)
P={poF';pe P}, (4.2)

dom(X) ={v=00F~'; % edom()}, (4.3)
Vo € dom(X), w;i(v) = ¢i(0),1 <i< M, (4.4)

est aussi un élément fini de Lagrange.

Démonstration. Si 7" est un compact connexe et d’intérieur non-vide, alors F bijective et
bicontinue conserve ces propriétés. On vérifie facilement que si (p;)M, est une base de P,
alors (p; = p; o F~1)M, est une base de P, qui est donc aussi de dimension M. De méme,
le fait que S soit P-unisolvent entraine facilement que Y est aussi P-unisolvent. &
Définition. Deux éléments finis de Lagrange (T, P,% = {¢;; 1 <i < M}) et (T, P, X =
{¢i;1 < i< M}) sont équivalents s’il existe une bijection bicontinue F de T sur T telle
que (T, P,X) vérifie (4.1), (4.2), (4.3), (4.4). Si de plus, F' est affine, on dit qu’ils sont
affine-équivalents.

Théoreme 4.6. Soient (T, P, f)) et (T, P,Y) deux éléments finis de Lagrange équivalents
et soit I’ une application bijective et bicontinue qui les relie. Si Il est I'opérateur de

f]-interpo]ation sur P, alors l'opérateur Il de Y-interpolation sur P est caractérisé par
7 (v) o FF =1l4(vo F) pour toute fonction v dans le domaine de 3. (4.5)
Démonstration. Soit 3 = {¢;; 1 <i < M} et soit & = {p;; 1 <i < M}. Soit (p;)M,
une base de P associée a Y, i.e.
$j(Di) = 055, pour 1 < j< M.
Alors (p; = p; o F71)M | est une base de P associée a ¥ car
¢j(pi) = $;(pi) = 6i,j, pour 1 <j < M.

Donc pour tout v dans le domaine de X on a

Ir(v)o F = (Y i) p) o F = Y 4u(0)p = I13:(0) = Tp(v o F). o

Notation. On écrit souvent (4.5) sous la forme

—_—

7 (v) = ILx (D) .
Lorsque l'application F' est affine, on dit que Il est invariant par transformation affine.

Notation. Soit 7" un d-simplexe non-dégénéré et soit X le treillis principal d’ordre k.
Par abus de langage, on note (T, [Py, X)) I'élément fini de Lagrange de I'exemple (iv).
Rappelons qu’on 'appelle d-simplexe de type (k).
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Théoréme 4.7 (exercice). Pour tout entier k > 1, deux éléments finis d-simplexes de
type (k) sont affines-équivalents.

Remarque. Dans tous les exemples que nous avons vus, 'opérateur d’interpolation Il est
invariant par transformation affine. C’est facile a vérifier, sauf pour 1’élément de Thomas,
dont les formes linéaires sont définies par des intégrales. Or, pour calculer les formes ¢
définies par les intégrales fT, fqdo, on choisit une base de IP;_2(T)), et pour calculer
celles définies par fT fqdx, on choisit une base de IP;_3 et on calcule les formes avec ces
polynomes de base. Noter que 'opérateur d’interpolation Il est indépendant du choix de

la base. En effet, si par exemple

/HT(v)qd0:/ vqdo,
T/ T/

k3 7

pour tout polynéme g d’une base de IPy_5(7}), alors

/HT(v)qda:/ vqdo,
T T!

K3 k2

pour tout polynoéme g de IP;_o(7)). Grace a cette remarque, on montre que 1’élément de
Thomas vérifie bien (4.5) et donc est invariant par transformation affine. En effet, si par

exemple {g,}5=%! est la base canonique de IP;_5(T}), alors

T!
/vquia:%(f)/ 0 (qe o Fr)do .

Comme ()
mesi4; t=k—1
— g0 Fpr b ” ,
{ es(Ti’)q T}e_1

est aussi une base de IPj;_» (T;), on déduit que ceci définit le méme opérateur d’interpolation

que si on avait pris directement la forme

Ve do,
T’

ot {G¢} est la base canonique de IPj_(T7).
e Résultats d’approximation.

Théoréme 4.8 (Bramble-Hilbert). Soit 7' un élément (de référence) connexe et de

frontiere Lipschitzienne, et soit k > 0 et m > 0 deux entiers tels que m < k + 1. Soit
Il € L(HMY(T); H™(T)) tel que

Vpe P, II(p) =p.
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Alors, il existe une constante C qui ne dépend que de f[, k, m et T, telle que

A

Vo € H*N(T) , |6 — T1(9)]|
Démonstration. Comme ﬂ(p) = p pour tout p dans IPy, on peut écrire
Vp € Py, [|o = TL(0)[],,, 4 = [I(0 +p) = 1@ + p)l,,, 7 -

Donc . .
Vp € Py, [|0 = T@)|[,,, 7 = (I = 1@+ p)ll,,, 7
<|I- ﬂ”ﬁ(kaLl(T);Hm(T)) I +p||k+1,T .
Alors

Vo € HHI(T) ) Hf’ - ﬂ(@)Hm,T“ < HI - ﬁHL(HHl(T);Hm(T“))Hf’HHkH(T“)/Pk
< Cy|I - ﬂ”g(Hkﬂ(T);Hm(T“))|@|k+1,T7

ot C est la constante du Théoréme de Deny-Lions.
D’ot le résultat avec C = C4||I — ﬂ|’L(Hk+1(T);Hm(T“))~ O

Théoréme 4.9. Soit T le d-simplexe de référence, (T, P, %) un élément fini de Lagrange
de référence et soit (T, P,Y) un élément fini de Lagrange qui lui soit affine-équivalent. On
suppose que m et k sont comme dans le théoréme précédent et que I'opérateur d’interpola-
tion correspondant I1; appartient a £(Hk+1(if’); Hm(if’)) et vérifie

Vp € Py, ILji(p) = p. (4.6)

Alors, il existe une constante C qui ne dépend que de 1L, k, m et T (donc indépendante
de la géométrie de T'), telle que

. hk—|—1
Yo & HMT) o= T ()b < CP ooy s

m
T

Démonstration. On note Fr Dapplication affine inversible qui applique 7' sur 7. En se

servant des formules de changements de variables, on a
[0 = Tr(0) |, < C1l| B[ |det(Br)['/2|(v — Tr(v)) 0 Frl,,, 4.

Mais
(v—TIr(w))oFr =voFr —Ilp(vo Fr) =0 —I1#(0) .

Donc A
(v =7 (v)) o Frl,, 7 = [0 —ILp(0)],, # < Co|o, 4 4

< CoCs|| Br||* ' det(Br)| ™2 [vlk 1.1 -
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D’ou

o B . hk+1
vo € H*Y(T) | [v = (0)|mr < CLCC3]| Br|* | B ™ [olksr,r < Cat[olsr,r -
T

Remarques. (i) Comme 0 <m <k+1,ona
VU € Hk+1(T) 5 ‘U — HT<U)|m,T S éU?h§+1_m‘U‘k+17T,

avec k+1—m > 0.

(ii) Comme Il est invariant par transformation affine, (4.6) équivaut a

VpEPk, HT(p) =p.

V. Eléments finis de Lagrange quadrilatéraux de IR>

Les éléments finis quadrilatéraux de IR? sont toujours définis d’abord sur le carré
unité.
e Elément de référence. L’élément de référence T' est le carré unité [0, 1] x [0,1], de
sommets a' = (0,0), a?> = (1,0), a® = (1,1) et a* = (0,1). On voit facilement que, des
que k > 1, l'espace IP; ne se préte pas aux degrés de liberté définis sur un carré. En
fait I’espace de polynomes adéquats, Qk, est le produit tensoriel des polynomes de degré

inférieur ou égal & k en chacune des variables. Il est donc de dimension (k + 1)? et vérifie
P, C Qi C Pay, .

Par exemple, QQ est engendré par

L a2 f a2 N A A A A2 24 A A2 5D 4242
(1,21,27) X (1,29,25) = {1, &1, &2, T129, 27, T1T2, T105, T5, T1T5} .

Remarque. La restriction des polynomes de Qk A un coté de T ou & un segment de droite

parallele a un axe est un polynéme de IP; a une variable.

La définition de I’élément fini de Lagrange quadrilatéral sous la forme du triplet (T, P, f])

est la méme puisqu’elle est donnée dans un cadre abstrait.
e Exemples. On a I’analogue des exemples (i) a (v).

(i) Carré T' de type (1) dans IR?:
Pi=Q1, S5 ={f fa);1<i<4}.

Y7 est défini sur CO(T). Fonctions de base:

A

G=0-21)1=22), G2 =2:(1 = 22), gz = T182, Ga = T2(1 — 1),
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I (v) = Zv(d%-

=1
(ii) Carré T de type (2) dans IR?:

Pp=Qs, S ={fr fl@); 1<i <4} U{f— f@");1<i<4JU{f— f(@'P},

avec la convention que les indices sont numérotés modulo 4. X4 est défini sur co(T).
Card(X4) =9 et dim(Q,) = 9. Fonctions de base

. . 1 . ~ 1 . ~ A 1 . 1 .
@1 =41 = 21)(5 = 20)(1 = 22)(5 = 22), G2 = 481 (21 — 5)(1 = 2)(5 — 22),
1 1 1 1
gs = 421(21 — 5)332(532 - 5), 4s = 4(1 — fl)(g — 1) 2(%2 — 5)7
. . . FUNE P 1., .
G2 =821 (1 —21)(1 — 562)(5 — T2), a3 = 8%1 (%1 — 5)@(1 — Z9),
. . PR 1. . 1. o .
G3a = 821(1 — Z1)Za(22 — 5) y Qa1 = 8(5 —21)(1 — 21)Z2(1 — Z2),

G234 = 1621 (1 — T1)22(1 — 22) ,
est la fonction “bulle”.
(iii) Généralisation. Carré T de type (k) dans IR:
S = treillis principal d’ordre k
k—1

1 2
:{5%:('%17'@2)6B2;1§i§2;3}2'6{07%7%7'“7771}}'

Pi=Q, X7 ={fr f(a);VacSi}.

Card(X;) = (k + 1)2 et dim(Qx) = (k + 1)%. B4 est défini sur CO(T)). L'unisolvence est
facile (exercice).

(iv) Carré T de Thomas de type (k) dans IR?
Pp = Qx,
pour k > 2
ET:{f'_’f(di);1Si§4}U{f'_>/:ﬁ/fqda';qupk—Q(Ti/);1§i§4}
O = [ Fade Vo€ Qual:
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pour k =1, 34 est I'ensemble de I'exemple (i).

Remarque. Pour k£ > 2:
dim(Qg) = (k+ 1), Card(2;) =4 +4(k— 1)+ (k—1)* = (k+ 1)2.

Lemme 5.1. Y est unisolvent sur Q.

Démonstration. Prenons £ > 2. Il suffit de montrer que s’il existe p € Qk tel que
pour 1 <i<4, p@)=0,

pour1§i§4,/

T

K2

pqdé =0, Vg e IPy_o(T)),

/pqd:%:O, Vg € Qp_2,
T

alors p = 0.

1. Comme pour le triangle, on montre que p s’annule sur chaque coté TZ-', car la restriction
de p a chaque coté appartient a IPy.

2. Puisque p s’annule sur le bord 97" de T, on peut factoriser p sous la forme

p=&1(1—&1)d2(1 —d2)q, ollq€ Q2.
Alors
[ #1(1 — &1)22(1 — #2)(¢*>)d& = 0 donc ¢ =0 dans Dintérieur de T,
T
car #1(1 — &1)#2(1 — &) > 0 dans T. Donc p = 0 dans 7. O

Contre-exemple. L’élément de Crouzeix-Raviart.
Pp=Qi, S ={f— f@"*);1<i<4}.

Mais 7 n’est pas unisolvent sur Ql car tout polynome g de Ql vérifie

(@) = S(a(a) + 4(@*)) = S (a@") + a(@®)).

Donc, si les scalaires a; ne vérifient pas o + az = as + ay, il n’existe pas de ¢ dans Q)4

tel que g(a“*!) = a; pour 1 < i < 4. En fait, on vérifie facilement que le polynome de Ql
dit+1.

suivant s’annule aux quatre points a

b(Z1,22) = —3 + T1 + To — 28139,
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alors que ce n’est évidemment pas le polynome nul.

e Propriétés du quadrilatere et transformation. Soit 7" un quadrilatere convexe,
qui n’est pas réduit & un triangle, de sommets a® = (at, a}), numérotés dans le méme ordre
que les sommets @’ de 7. La convexité et non-réduction A un triangle jouent le role de non-
dégénérescence. L’application suivante, désignée par Fr, applique @’ sur a’ pour 1 < i < 4:

Fr(®) = x1 = ai + 21(a] — a1) + Z2(af — ay) + 2122(a} — a] — af +a7),

Fr(®)s = xa = ay + £1(a3 — a3) + Z2(a3 — a3) + &122(a3 — a3 — a5 + a3) .

On voit que chaque composante de Fr est bilinéaire, i.e. appartient a Ql. Noter que lorsque

T est un parallélogramme, les deux facteurs a3 — a? — af + al et a3 — a3 — a3 + ad sont

nuls. Contrairement au triangle, la matrice jacobienne de Fr n’est pas constante:

OFr . .
Y = (a% — a% + xg(ai’ - a% — cfl1 + a%),a% — a% + xg(ag - a% — a% + a%)) ,
OFr . .
07 = (a‘lL - a% —I—xl(a? — a% —cfl1 -I—a%),a% - a% —I—xl(ag — a% - a% —l—aé)) )

Les dérivées partielles secondes sont constantes:

PFr  0*Fp O?Fr
52 = 9a2 = (0,0), m:(ai’—a?—a‘f%—a%,a%—ag—aé—l—a%),
1 2

et elles sont toutes nulles si 7" est un parallélogramme. Et évidemment toutes les dérivées
d’ordre supérieur ou égal a trois sont nulles. Le Jacobien Jr n’est pas constant, mais
appartient a IP;

Jr(i1,22) = (af — aj)(a3 — a3) — (a3 — a3)(a] — ay)
+a1((af — a1)(a3 — a3) — (a3 — az)(af — a})]
+@s(az — az)(af — a}) — (a] — ay)(a3 — a3)]

L a’, a't!; alors on vérifie

On désigne par S; le triangle contenu dans 7' de sommets a’~
que
Jr(0,0) = 2|51, J£(1,0) = 2|Ss|, J£(0,1) = 2|S,|, Jr(1,1) = 2|S3],
11 1

1
= S TF(1,0) + 5.J5(0,1) = [Sa] + 84| = 7.

Jr(55) =3

Comme Jz € IP; il atteint son maximum et son minimum sur T aux sommets de 7. Donc
MaXT(J]:) = 2M3X1§i§4‘5i‘ 5 MinT(J]:) = 2Min1§i§4\Si\ .
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Remarque. Noter qu’on n’a pas pris de valeur absolue pour calculer le Jacobien car il
est toujours non-négatif. Ceci vient d'une part du fait que les sommets de 7" et de T sont
numérotés selon la méme orientation et d’autre part du fait que 7" est convexe. Comme de

plus T n’est pas réduit & un triangle, Mins(Jr) est strictement positif et Fr est inversible.

On prend les parametres suivants pour mesurer la géométrie de 1"

hr = diametre de T' = longueur du plus grand coté de tous les S;

= longueur de la plus grande diagonale de 7',

pr = 2Minj<;<4p; ou p; = diametre du cercle inscrit dans 5;,

h
o = - >1.
pr
L’application inverse F ! est difficile & expliciter, mais on peut calculer les coefficients

de sa matrice jacobienne, composés avec Fr:

YN oy = (a0 - ),
P02 oy =~ L (e = ad+ = =+ o),
P01 o pp = (ot b+ - i + ),
8(]6-"5_21)2 oFr = %(a% —ay + (e —ai —aj +a7)).

On voit que les dérivées d’ordre supérieur de F ! ne s’annulent pas et on vérifie que son

Jacobien est donné par

1

Jr-1o0Fp=—.

F-1 T Tr
De plus, les formules pour transformer les dérivées sont:
ov 1,00 v

F— 4 1 A (32 4 1\ 2 1, (3 2 4, 1

—(9x10 T J]—‘(afi'l(CLQ ay+21(a3—az—az+as)) 63?;2(% ay+a2(ay—az—a3+ay)))
v I S S SR o0 4 4 3.2 4, 1
—oFr=— — —aj— — —
9y 0 T J]__(a@(al ay +&2(ay —aj —aj+ay)) Gil(a aj+11(af —ai —aj+ay)))

Définition. On pose
Qr ={qoFr'; 4 € Qr},
espace de dimension (k + 1)2. Sauf si T est un parallélogramme, ce n’est pas un espace

de polynomes et en général, on ne peut pas ’expliciter car on ne connait pas F, 1 Mais,

comme tous les calculs sont faits sur 7, il n’est pas nécessaire de connaitre F 1
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Remarque. Au lieu de Qy, il paraitrait plus simple de prendre directement ’espace Q.
Mais si on compose les polynomes de Q)i avec Fr, on ne retrouve pas l’espace Qk Par
exemple, la composition d’un polynéme de )1 avec Fr (qui est aussi un polynome de Ql)
donne, a cause du terme xiz2, un polynome qui a en plus une combinaison linéaire des
termes £7, 23, 2329, 2143 et 2342, i.e. une combinaison linéaire des termes de Q2. On ne
retrouve pas (1. C’est en particulier pour cette raison que lorsqu’on définit des éléments
équivalents, les fonctions de Pr sont définies en composant celles de P avec I’application
F-1

La définition et les propriétés de ’élément fini de Lagrange (T, Pr, ¥1) s’adaptent au
cas des quadrilateres, puisqu’elles sont générales, la notion d’équivalence aussi puisque Fp
est réguliere et bijective. On peut remplacer I’équivalence affine par I’équivalence bilinéaire.
En particulier, la formule (4.5) est valable pour des éléments finis de Lagrange équivalents:

(I v) o Fr = j(vo Fr).

Par contre les résultats d’approximation sont différents.

e Résultats d’approximation. Il sera commode d’introduire la semi-norme

Vo e H™(Q), [v]m.a = (| 0,0 T II(%—mllg,Q
2

’ m
oxy

Noter que pour m =0 ou 1, [v]pm.0 = |V]m.q-

Théoréme 5.2 de Aronszajn-Smith (admis). Soit 2 un ouvert Lipschitzien de IR? et

m > 1 un entier. 1l existe une constante C' telle que
Vo € H™(9), [o]lme < Clol3g + b2, 0)/2,
i.e. Papplication v — (||v||§ o+ [U]?H’Q)l/z est une norme sur H™(Q) équivalente a la norme
- flm.-
Alors on a une extension du Théoréeme de Deny-Lions.
Théoréme 5.3 (exercice). Soit T le carré de référence dans IR? (donc Lipschitzien et

connexe). Pour chaque entier k > 0, il existe une constante C telle que
~ k1, A ~ N
Vo e H*Y(T)/Qy, HUHHHl(T“)/Qk < C[U]k+1,T“a

i.e. application ¥ ~ [0], ,, 7 est une norme sur H*(T)/Qy, équivalente & la norme
quotient.

eNotation. Soient 1 < j < m deux entiers. On note I(j,m) 'ensemble des multi-
entiers ¢ = (i1, ...,1,,) qui vérifient
Par exemple, si m = 3,

I(1,3) = (0,0,1), I(2,3) = (1,1,0) , 1(3,3) = (3,0,0).
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Théoréme 5.4 (admis). Soit T le carré de référence et T un quadrilatére convexe, non
réduit a un triangle. Si v appartient a H™ (T), la fonction v = fJOFT_l appartient a H™(T')
et pour chaque m > 1, il existe une constante C,,, indépendante de T, telle que pour tout
v e H™(T),

[V, < ConllT5 )1 % ( Z > IIDFEE DM ER )

g=1 zGI(jJn)

Y2 (5

Quand m =0, on a
1/2

lv

Théoréme 5.5 (admis). Soit T le carré de référence et T un quadrilatére convexe, non
réduit a un triangle. Si v appartient a H™(T), la fonction v = v o Fp appartient a Hm(if’)
et pour chaque m > 1, il existe une constante C,,, indépendante de T, telle que pour tout
ve H™(T),

[0, 7 < Conll T2 |13 [0, | DT (5.2)

Quand m =0, on a
1/2

19llo,7 < 171 lle,pllvllo.r-

Remarque. La majoration (5.1) ne dépend pas du fait que Fr est bilinéaire. Elle est
valable pour n’importe quelle transformation Fr bijective, de classe C™. Par contre, la ma-
joration (5.2) utilise le fait que Fr est bilinéaire. Si Fr était une transformation générale,

a la place de (5.2) on aurait une majoration de la méme forme que (5.1), avec les facteurs

5 /. 2 212 2m
d’ordre supérieurs [D FT]oo,T’ ce [Dm}—T]oo,T’ ol
ok J'TT oF fT 1
[D*Fr]er = (Il H +15 H POLE
au lieu des semi-normes completes. (Noter que [DFr] 7 = [[DFrl,, ;). Dans le cas
présent, ou Fr est bilinéaire, ces facteurs sont nuls car 8;;5 = aaf L =(0,0) et la somme
1 2

se réduit a un seul terme qui correspond a j = m. Par contre, si on applique I’analogue
de la formule (5.1) a [9],, 7 on trouve bien le facteur HDQ‘FTHZ::T car il n’est pas nul.
C’est pourquoi la majoration (5.2) donne de meilleures estimations d’erreur que si on
majore directement |®|mT par 'analogue de (5.1) et ceci explique pourquoi on introduit

la semi-norme []j.

Pour utiliser ces deux théorémes, il faut estimer les normes de |[DF;'|co1s---,

ID™Fr ooty | TE] o 35 |71 ]l0o,r €t ||DFr| . - D’aprés les formules précédentes,

1
177 oz < Cib (15 lloor < Coy

T
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hr
< Cshr , |DF; oo < 04— < 04—
P PT

IDFr]|

ooT—

ID*Fr ||z = (laf — af — ai + a1 |* + a3 — a — a3 + az|*)"/* < Dy

eNotation. Soit m > 2 un entier. On note I'(2,m) l'ensemble des multi-entiers ¢ =
(41,...,im—1) tels que

i1+i2+...+im_1:2, @1+222++(m—1)zm_1:m

Le résultat suivant permet de majorer | D™F ! || 7.

Théoréme 5.6 (admis). Soit T' et T comme dans le Théoréme 5.4. Pour chaque entier

m > 2, il existe une constante C,, indépendante de la géométrie de T, telle que

ID™ Fitloor < Cnll DFp oo ID*Frll o i Y IDFFML £ 1D FR IS
icl’(2,m)
(5.3)

Par récurrence, ce théoreme entraine la majoration:

Corollaire 5.7 (exercice). Soit T' et T comme dans le Théoréme 5.4. Pour chaque entier

m > 2, il existe une constante C,, indépendante de la géométrie de T, telle que

3m—2 3m—2

ID"Fr ooz < Cokip = | DFF L < Ol < Op T~ (5.
Pr Pr

Corollaire 5.8 (exercice). Soit T et T comme dans le Théoréme 5.4. Pour chaque entier

m > 1, il existe une constante C,, indépendante de la géométrie de T, telle que

Zm: )2 (5.5)

Corollaire 5.9 (exercice). Soit T et T comme dans le Théoréme 5.4. Pour chaque entier

3m—

Vo € H™(T) , |v|m.r <C’m

m > 1, il existe une constante C,, indépendante de la géométrie de T, telle que
VYo e H™(T) , [0],, 7+ < Conorh ™ | - (5.6)
Remarque. Quand m =0, on a
Vo € LA(T) , |lvllo,r < Cohr||llg 7

R 1 :
Vo e LX(T) , |[olly 7 < Cép—THvllo,T

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate du Théoreme 4.8 de Bramble-

Hilbert et du Théoreme 5.3, extension du Théoreme de Deny-Lions.
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Théoréme 5.10 (exercice). Soit T le carré de référence dans IR? et soit k > 0 et m > 0
deux entiers tels que m < k + 1. Soit I € L(H*TY(T); H™(T)) tel que

Vp € Qi , 1I(p) = p.
Alors, il existe une constante C’, qui ne dépend que de fI, k, m et T, telle que

Vo € H*Y(T) | ||o — 1(0)]],, # < Clolyyy 4 -

) )

Théoreme 5.11. Soit T' le carré de référence et soit m et k deux entiers comme dans le
Théoréme 5.10. On suppose qu’il existe un opérateur I, € L(H*'(T); H™(T)) qui vérifie

Vp € Qg , I:(p) =p. (5.7)

Soit T' un quadrilatére convexe qui n’est pas réduit a un triangle, Fr une application

bilinéaire qui applique T sur T. On définit Il par
Yo € H* (T, Tip(v) o Fr = (v o Fr).

Alors, il existe une constante C qui ne dépend que de IL;, k, m et T (donc indépendante
de la géométrie de T') telle que pour m > 1

Yo € H"Y(T) o = g (v)|n,r < Cog™ R ol r,
et pour m =0
Vo e HY(T) o —Tr(0) o < Corhlt vler.

Démonstration. On considere le cas m > 1; le cas m = 0 est laissé en exercice. En

appliquant les formules de changements de variables, on a

3m—1 m

o 1/2
o = () n 1 < Con Lo (3 (0 = T (0) 0 Fr 2 1)
T j=1
Mais
(v—=IIp(v)) o Fr =vo Fr —Ilp(vo Fr) =0 —IL#(0) .
De plus
10 = TLp(0) 1],y 7 < Clolgyy

et

(01,7 < Crrorhp|vlpiir -
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D’ou
Yo € H*"N(T) | v = T (v) |1 < ConCChiaor™ thg™ " ol r .

V1. Approximation conforme de probléemes d’ordre 2, domaines polygonaux ou
polyédriques

Dans ce chapitre, on suppose que € est un ouvert Lipschitzien de IR? ou IR?, de
frontiere polygonale ou polyédrique. On restreint la définition de triangulation au cas des

triangles, tétraedres ou quadrilateres.
e Triangulation 7.

Définition 1. Une triangulation de Q est une décomposition de € en un nombre fini de
triangles ou quadrilateres (si d = 2) ou tétraedres (si d = 3) fermés, appelés éléments, telle

a=Jr,

si Th et Ty sont deux éléments distincts, on a soit 71 N Ty = ), soit T3 N'TH = un sommet

que

ou un coté entier ou une aréte entiere ou une face entiére.

Notation. On désigne la triangulation par 7}, ou le parametre de discrétisation est
h = MaXTeTh hT .

Définition 2. On dit que 7; est une famille réguliere de triangulations s’il existe une

constante o, indépendante de h, telle que
VTI'eT, , or <o.

Définition 3. On dit que 7} est une famille uniformément réguliere de triangulations si

elle est réguliere et si en plus il existe une constante 7 > 0, indépendante de h, telle que
‘V’TG% y ThShTSO'IOT.

Noter que 7 < 1.

e Construction d’espaces d’éléments finis conformes dans H!(f2). Soit 7;, une
triangulation de . Pour chaque T € Ty, soit (T, Pr, ¥7) un élément fini de Lagrange. A
partir de maintenant, on fait I’hypothese que

Prc HY(9).
On définit les espaces d’éléments finis:
Xy ={vy, €C°(Q); VT € Ty, , vp|r € Pr},

Xon ={vn € Xp; vp =0 sur 00} .
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Théoréme 6.1. Siv est une fonction de C°(Q) telle que pour tout T € Ty,, v|r appartient
a HY(T), alors v appartient & H'(Q).

Démonstration. Evidemment, v € L?(Q), car Q est borné. Il faut montrer que la dérivée
au sens des distributions g—;j € L?(Q). Soit ¢ € D(Q):

ov B oo, dyp
<(9.’L‘1,g0> - <’U, (9x1> - /(;'Uax dx

B dp ov B ‘
__Z/va)xidx_z(Tﬁxi(pdm /aTvcandU).

TeT), TeT),

Soit 77 un c6té commun (ou une face commune) a deux éléments adjacents T et Tb.
Comme v et ¢ sont continues dans € et que le vecteur normal & T” extérieur a T} est le
méme que celui extérieur a T, mais avec la direction opposée, il suit que la contribution
de T' & la somme > 7[5 v nido est nulle. De plus, si 7" est un coté (ou une face)
de T sur 99, la contribution de 7" & | o V@ nido est aussi nulle, car ¢ s’annule sur 0f2.
Donc

ov ov
Vo € D(Q) <0:1:Z-’(’0>: > / axicpda:.

Soit f la fonction définie par

ov
VTG,]ih7f|T:6 |T~
X
Alors f € L?(Q) et au sens des distributions,
ov
Donc g—zz € L*(Q) et ve HY(Q). &

Conséquence. X;, C H(Q) et Xo, C HE ().

On dit que X}, est un espace d’éléments finis conformes dans H'(£2). Pour que ses fonctions
approchent bien les fonctions de H!(€), il faut qu’il contienne “assez de fonctions”, c’est-
a-dire il faut qu’en assemblant cote a cote les éléments finis, on obtienne “facilement” des
fonctions continues. Pour assembler cote a cote les éléments finis d’une triangulation et
obtenir des fonctions continues, on fait deux hypotheses.

e Une hypothese de régularité dans chaque élément 7"

Définition. Un élément fini de Lagrange (T, Pr,YXr) est de classe CY si d’une part le
domaine de définition de Y7 contient C°(T'), c’est-a-dire les éléments de Y7 sont des
formes linéaires et continues sur C°(T'), si d’autre part

Pr C CO(T) ,
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et si pour tout coté T” de T, ’ensemble X7 des formes de X qui ont leur support sur 7"

est Prs-unisolvent, ou

Pri = {plr;p € Pr}.
Noter que dans ce cas, la restriction (T, Pp/, X7) est aussi un élément fini de Lagrange.
e Une hypothese de compatibilité aux interfaces entre deux éléments adjacents:

Hypotheése H. Soit T} et Ty une paire quelconque d’éléments adjacents de 7, et soit T”

leur c6té commun (ou face commune). On suppose que

PTl/ :PT2/ et ZT{ :ZTzl
Remarque. Les exemples simpliciaux numérotés de (i) a (v) et les exemples quadrilatéraux
numérotés de (i) a (iv) vérifient ces deux hypotheses.

Théoréme 6.2 (exercice). Soit T, une triangulation de Q et pour chaque T de T, soit
(T, Pr,Yr) un élément fini de Lagrange de classe C°. On suppose que I’ensemble,

{(T7PT7ZT);T€7;L}7

satisfait I’hypothése H. On définit 'opérateur d’interpolation global ITj, € L(C°(2); L2(2))
par
Yv € Co(ﬁ) , VT €T, , Hh<U)|T = HT<”U‘T) .

Alors TIj, € L(C(Q);C°(2)) et les espaces X}, et Xop, définis plus haut sont caractérisés
par
X, = {IIL(v); v € C%(Q)} et Xon = {x(v); v €CQ), v|sg = 0}.

e Degrés de liberté et fonctions de base. Soient X; et Xy, comme dans le Théoreme
6.2. On note X5, ’ensemble de toutes les formes linéaires indépendantes distinctes

Eh: U ET?

TETh

ou dans la réunion, on supprime les formes qui sont répétées ou ne sont pas linéairement
indépendantes. Soit Nj, = card(Xp); on numérote de 1 a Nj les formes linéaires, en
numérotant en premier (disons de 1 & Nyp) les formes dont le support n’intersecte pas
02 et en dernier celles dont le support se trouve sur une portion de 9€2. On note

Sh={pidily et Son = {pihiy -
Pour chaque 7 soit p; la fonction de base de X}, telle que
Vi, 1<j<Np, oj(pi) = dij.
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L’ensemble ¥, (resp. Xop) est appelé 'ensemble des degrés de liberté de X}, (resp. Xop) et
Pensemble {p;} N (resp. {p;}Yo!) est I'ensemble des fonctions de base de X}, (resp. Xop).

Toute fonction vy, de X} (resp. Xop) s’écrit

Non

on =D wi(onpi (resp. 3 @i(vn)pi ).

=1

e Erreur d’interpolation dans H!(Q)

Théoréme 6.3. Soit T' le triangle ou tétraédre ou carré de référence et soit Ty, une famille
régulicre de triangulations de Q composées de triangles, tétraédres ou quadrilatéres selon
le choix de T'. Soit (T, P, f)) un élément fini de Lagrange de référence de classe C° tel que
ses restrictions aux cotés (ou faces) de T soient affines équivalentes entre elles et tel que
pour un entier k > 1, 'opérateur II préserve les polynémes de IPy ou Qk siT est un carré:

Vp € IPy (ou Qy si T est un carré ) , II(p) = p.

Pour chaque T de Ty, soit (T, Pr, %) un élément fini de Lagrange affine équivalent (ou
bilinéaire équivalent si T est un carré) a (T, P,%). Alors d’une part, (T, Pp,$r) est aussi
de classe C° et d’autre part I’ensemble,

{(T7PT7ZT);T€7;L}7

vérifie ’hypothése H. Soit X}, I'espace correspondant et 11, son opérateur d’interpolation.
Alors pour £ = 0 ou 1, il existe une constante C, indépendante de h, telle que

\V/U € Hk+1(Q) s |’U — Hh(’v)|g79 S Chk+1_£|v|k+179.

Démonstration. On vérifie facilement que par construction, chaque élément (7', Pr, ¥7)
est de classe C° et que I’ensemble,

{<T7PT7ET);TE’EL}7

satisfait I'hypothese H. Donc ITj, appartient & £(C°(2); X},) et donc aussi & L(H*1(Q); X},)
pour k > 1. Comme, IT;(v) € X;, € HY(2), on a

o =)o =Y o= Tu()7r
TeT,

Dans chaque T, Iy € L(H*TY(T); H(T)), est invariant par transformation affine (ou
bilinéaire si T' est un quadrilatere) et préserve les polynémes de [Py (ou les fonctions de
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Qy, si T est un quadrilatere). Enfin £+ 1 > £. Donc Uerreur d’interpolation dans chaque T'
est
v — Tr(0)]er < CophbH ~Jolpir,

ol s = ¢ si T est un triangle ou tétraedre et s =1si { =0et s =3 si £ = 1 lorsque 7T est
un quadrilatere. D’ou le résultat avec C' = Co*. &

Corollaire 6.4. On suppose que X} est comme dans le Théoreme 6.3. Alors pour ¢ = 0
oul,

Yo € H*TH(Q) , inf |v—ouleg < CAF T )i
’UheXh

Corollaire 6.5. On suppose que X} est comme dans le Théoreme 6.3. Alors pour ¢ = 0
ou 1,

Yo € HY(Q) , lim inf |v—wvpleo =0,
h—0 vpLbeXp

e Une inégalité inverse

Proposition 6.6. En plus des hypothéses du Théoreme 6.3, on suppose que 7j est uni-
formément réguliére. Alors, il existe une constante C, indépendante de h, telle que

C
Vo, € Xp , |onl1a < EthHO’Q'

Démonstration. On considere le cas simpliciel; le cas quadrilatéral est laissé en exercice.

-1 ~
vnlto = X loalle < CT Y [det(Br) BT IPlonl} 5
TET,, TETh

Mais 9p,|; appartient a P, espace de dimension finie et fixe sur lequel toutes les normes

sont équivalentes. Donc
‘@hh,T“ < Hf’h”LT“ < CH@hHo,T'
Donc

onl} o < C?CF D |det(Br)||det(Br) |~ | B 2 vallg +
TET,

A 1
<C?CPn Y ol r-

TeT, 'T

Comme la triangulation est uniformément réguliere,

PTZ Zh?

Q

donc 1
A o
lunlfg < CQC%h?ﬁ(;)Qﬁ [N
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d’otu le résultat avec C = é’C’lhT%. &

Remarques. L’énoncé de la proposition est indépendant de la dimension en ce sens que
seule la constante C' dépend de la dimension. De plus, la proposition est valable pour
des espaces plus généraux. Ici on utilise seulement le fait que Pr est un espace dont la
dimension est finie et indépendante de T

Noter que le facteur C'/h tend vers 'infini quand h tend vers zéro, ce qui correspond
bien au fait que I'inégalité de la Proposition 6.6 est fausse dans H(2).

e Application a approximation d’un probléme de Dirichlet et d’un proleme
de Neumann pour le Laplacien. On veut discrétiser le probleme de Dirichlet pour le
Laplacien:

Pour f donné dans H~'(Q) chercher u € H*(Q) tel que:
—Au=f dans Q et u=0 sur 0.

Ce probleme a la formulation variationnelle équivalente

Chercher u € H}(Q) tel que:
Vo€ H(Q) , (Vu, Vo) = (). (6.1)

Soient X} et Xy les espaces définis dans ’énoncé du Théoreme 6.3 pour un entier k£ > 1
et une triangulation réguliere de Q; noter que Xop = X5, N HE (). Avec ces espaces, on
discrétise (6.1) par la méthode d’éléments finis conformes:

Chercher wuy € Xgj, tel que:
Yo, € Xon s (Vuh,Vvh) = <f, Uh> . (6.2)
Le Lemme de Céa donne

lu—uphio= inf |u—wvp|10.
v €Xon

Donc le Corollaire 6.4 entraine que si la solution u de (6.1) appartient & H**1(€2), alors il
existe une constante C, indépendante de h et u, telle que

[ —unl1,0 < Ch*uliri0.

De méme, on veut discrétiser le probleme de Neumann pour le Laplacien:

Pour f donné dans L?(Q) vérifiant la condition de compatibilité

/QfdeO,
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chercher v € HY(Q)/IR tel que:

—Au = f dans () et@zo sur 0f).
on

Ce probleme a la formulation variationnelle équivalente

Chercher u € HY(Q)/IR tel que:
Yo e HY(Q), (Vu, Vo) = (f,v). (6.3)

On discrétise (6.3) par la méthode d’éléments finis conformes:

Chercher up, € X /IR tel que:
Y, € X, , (Vuh, V?Jh) = (f, ’Uh), (64)

ou X}, est le méme espace que ci-dessus. Le Lemme de Céa donne donc

lu —upl,0 = Uhig)f( lu—vpl1,0-

h

Donc le Corollaire 6.4 entraine que si la solution u de (6.3) appartient & H**1(2), alors il
existe une constante C, indépendante de h et u, telle que

lu—un|1,0 < CR*ulki10-

e L’argument de dualité d’Aubin-Nitsche. Reprenons le probleme de Dirichlet pour le
Laplacien. Avec les mémes hypotheses de régularité sur u, 'inégalité de Poincaré entraine
que

[ — unllo.o < Ch*fufpsr,0.-

Mais si on compare avec Ierreur d’interpolation ||u — IIj(u)||o.q, on constate qu’on perd
un facteur h. Le théoreme suivant permet de retrouver ce facteur.

Théoréme 6.7 (Aubin-Nitsche). On garde les hypothéses du Théoréme 6.3 et on sup-
pose en plus que Q est convexe. Alors, si la solution u de (6.1) appartient & H*1((Q), il

existe une constante C', indépendante de h et de u, telle que
lu = unllo,0 < CHF Hulpia,0.
Démonstration. On écrit

lu—unlloo = sup (u—un,9)
geL2(Q) lgllo.2
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Puis, pour chaque g € L?(Q), on cherche ¢ dans H'(Q) tel que
—Ap =g dans 2 et =0 sur 0.

Ce probléme admet une solution unique et comme € est convexe, p € H?(Q) et il existe
une constante C7, qui ne dépend ni de ¢, ni de g, telle que

el < Cillgllo-

Alors

(u—un,9) = (u—up, —Ap) = (V(u—un), Vo) = (V(u—un), V(e — ¢n)), Yon € Xop -

Donc

[(u—up,g)| <|u—uplio inf |p—evnlia.
©Ynh€Xon

D’apres le Corollaire 6.4, appliqué avec k =1 et £ =1

inf |o — @ul1,0 < C2hlplz.a < C1Ch||gllo,q -
©Yh€Xon

Donc
lu — unllo.o < C1Coh|u —upl1a, (6.5)

d’ou le résultat. O

Exercice. Démontrer le Théoreme d’Aubin-Nitsche pour le probleme de Neumann. Peut-

on le démontrer pour un probleme avec conditions meélées?

e Résultats d’approximation dans WP,

Jusqu’a présent, nous avons étudié approximation dans H!(Q2), qui est I’espace na-
turel associé au laplacien, et par dualité dans L?(2). Mais on peut se poser la question
de I’approximation dans W1P(Q) pour p # 2. Pour simplifier, on ne le fera que dans le
cas de triangles en dimension deux. Avant d’estimer 'erreur u — uj, dans W1P(Q) (ce qui
est difficile), il faut déja savoir majorer erreur d’interpolation dans WP(Q2). Le résultat
de base, qui est le Théoreme 1.18 de Deny-Lions, est valable dans W*+1.P(Q) pour tout

nombre p € [1, 00]; il suffit de modifier un peu la démonstration dans le cas p = oc.

Théoréme 6.8 (admis). On suppose que §) est lipschitzien et connexe. Pour tout entier
k > 0 et tout nombre p € [1, 0], il existe une constante C, qui ne dépend que de 2, k et
p, telle que

Vo e WELH(Q) /P [[ollwe oy m, < Clolkitpe. (6.6)

Ensuite, on a besoin d’un théoreme de changement de variables, analogue au Théoreme
4.2.

56



Théoréme 6.9 (admis). Pour chaque entier m > 0 et pour tout nombre p avec 1 < p <
00, I’application v — © = vo Fp est un isomorphisme de W™ (T) sur W™P(T) et il existe
des constantes C et Cy, qui dépendent de m et p mais ni de T', ni de v, telles que

Vo e WHT) , [0l 5 < CillBr|™ [det(Br)[~7[v]m pr (6.7)

m,p, T
Vo € W), [olmr < Coll B ™ ldet(Br) 2, - (68)
Avec ces deux résultats, on déduit facilement la généralisation suivante du Théoreme 6.3.

Théoréme 6.10 (exercice). On se place sous les hypothéses du Théoréme 6.3. Soit un
entier k > 1, £ = 0 ou 1 et un nombre p € [2,0]. Il existe une contante C, indépendante
de T et de h, telle que

VT € 771 , Yv € Wk_H’p(T) N ‘U — Hh(’v)‘g,pgﬂ S CO’% h§+1_£\v\k+17p,q~. (69)

Noter que I’exposant p est le méme de chaque coté de (6.9). Cette restriction n’est pas in-
dispensable: on peut estimer |v—1I1;,(v)|¢,4,7 pour une fonction v appartenant a W*+L.P(T'),
pourvu que k, p, £, q soient tels que W*+L.P(T) c WH4(T):

VT €Ty, , Yo € WETLP(T) | o — I, (v)]g,q,17 < Cal}|det(BT)|1/q_1/p h§+1_£\v\k+17p’T.
(6.10)
Lorsque la triangulation est réguliere, on peut englober le facteur o dans la constante
C' et comme nous nous sommes restreints a la dimension deux, on trouve facilement que

(6.10) entraine, avec une autre constante C, indépendante de T et de h, telle que
VT €Ty, , Yo € WHYP(T) | o — 1, (v)|gqr < CRETTTE2M AR ) 0o (6.10)

Une extension du Théoreme 1.17 entraine que W*+L2(T) ¢ W44(T), pourvu que

k41— 042 ) >0;

Q| =
D=

k+1—£+2(1/q—1/p)
T

par conséquent, le facteur h peut étre majoré par hFH1—¢+2(1/a=1/p)

En fait, la restriction p > 2 ci-dessus, n’est pas non plus indispensable. Le Théoreme
6.10 a lieu aussi pour tout p > 1.

En ce qui concerne I'inégalité inverse de la Proposition 6.6, on peut aussi I’étendre

facilement.

Lemme 6.11 (exercice). Soit p et q¢ deux nombres tels que 1 < p,q < oo. Il existe une
constante C', indépendante de h et de T, telle que

VT €Ty, Yor € X, |nlipr < Ch2P o Y2 D) lo.qr - (6.12)
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Remarque. On montre facilement que, si p = ¢, alors

1
lnlipr < C—llvnllopr
PT
et donc, si la famille de triangulations 7j, est uniformément réguliere, on a

Yo, € Xp, , |vh

1
1Lp.0 < CpEthHO,p,Qa (6.13)

avec une constante C), qui dépend de p, mais pas de h.

L’inégalité locale (6.12) peut faire croire que si p < ¢, alors on a l'inégalité globale
(6.13) avec une puissance de h moins défavorable. Ce n’est pas vrai. Par exemple, prenons
p=2et g =4. Alors, (6.12) donne bien

1 1
lop|1,r < CUTl—/ZHUhHoA,T < Cm”vh 0,4,T »

Pr

mais si on somme sur tous les éléments de 75, on trouve seulement

1/2

o, (2),4,T)

1
1,0 < Cm( Z [on
TeT,

La seule maniere de retrouver la norme de L*(Q) au second membre est d’appliquer
I'inégalité de Cauchy-Schwarz discrete:

(D Tonllgam)? < (32 DY lonlloae.

TETh TETh
Or, si la famille 7}, est uniformément réguliere, on a
C ) 1/4 C
Z 1 S ﬁ soit ( Z ].) S W 5
TET, TET,

et on trouve

1
Vo, € Xp,, sl < Cﬁ”vh

0,4, -
Ce raisonnement est général et s’étend a tout p < ¢:
1
Vo € Xn s |unlipe < O llonfloge. (6.14)
avec une constante C' indépendante de h. &

Enfin, le résultat suivant du en particulier & Rannacher et Scott, dont la démonstration
est difficile, donne I'erreur d’approximation des problemes (6.1) et (6.3).
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Théoréme 6.12 (admis). On suppose que €) est un polygone convexe et que 7y, est une
famille de triangulations uniformément réguliéres de ). Soit u la solution de (6.1) (resp.
(6.3)) et uy, la solution de (6.2) (resp. (6.4)). Soit un nombre p € [2, 0], un entier k > 1 et
un entier £ avec 0 < £ < k. On suppose que u € W*t1P(Q). Alors, il existe une constante
C, indépendante de h, telle que

lu—uplipa < ChYulleripa- (6.13)

e Estimations d’erreur a posteriori. Les résultats précédents sont des estimations a
priori car elles sont exprimées en fonction de la solution, qui en général n’est pas connue.
Par contre les estimations a posteriori s’écrivent en fonction de la solution discrete qu’on a
calculée. Pour simplifier, nous illustrons cette notion avec le probleme (6.2). Soit u € H} ()
la solution de (6.1) et up € Xop, la solution de (6.2). Alors, puisque u — uj, appartient a
H}(Q), on peut écrire

"U/—’U/th: sup (V(U—uh)yv@) _ sup <_A'U/+A'U/h,g0>
; PEHL(Q) 1,0 pCHI (@) 6
+ Aup,
- sup M:Hf—i_AuhH—LQ
PEHL(Q) l¢l1,0

Maintenant, supposons que f € L2(Q); alors, pour tout ¢ € H}(Q) et pn € Xopn, en
utilisant (6.2), on a

VgpheXOh,(f+Auh,cp>:/chpda:—/QVuhV<pdaz
=/f(w—wh)dm—/vuh'v(w—wh)dm
= /f v — SOh)dw—/Vuh V(e —on)dx).

TeT,

Notons I', I'ensemble de tous les segments T de 7, intérieurs a 2, fixons une orientation
de la normale unité n a chacun de ces segments 7" et notons [g]7 le saut d’une fonction
discontinue g & travers T” le long de la normale n. Comme les fonctions u et uy, sont dans

H 1(T), la formule de Green dans chaque 7' donne pour tout ¢, € Xop:

8
(f + Aup, ) = Z/f+Auh ¢ — on) dx — Z/ (;:;LT’SO n) do

TeT, Tel’y,

8uh
]HO T’ H<P <PhH0 T -

TETh T/GF}L
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On désigne par S(T') les cotés de T' qui sont intérieurs a €2, on fixe un entier m, on choisit

une approximation f,,, de f dans l'espace
Qn = {an € L*(Q); VT € Ty, an|r € Pn},

et on définit la quantité

1 ou
0(T) = hellfun+ Auwnllor+5 3 1T115 o (6.14)
T'eS(T)

Alors on a les estimations d’erreur a posteriori suivantes.

Théoréme 6.13 (admis). On suppose que la triangulation 7; est réguliére. Alors, il
existe deux constantes C et (5, indépendantes de h, telles que

u—unlie < CL (Y (D)2 + W3If — fnll3r}) ' (6.15)
TGTh
n(T) < Co(lu — unli,wp + bl f = fonllows) (6.16)

ou wr désigne le macro-élément composé des triangles de T}, adjacents a T'.

VII. Le probleme de Stokes, analyse théorique

e Le probleme homogeéne. Etant donné un vecteur f € H~'(Q)¢ et une constante

v > 0, chercher un vecteur w et un scalaire p tels que:
—vAu+Vp=f,6 divu=0 dans 2, (7.1)

u =0 sur JN2. (7.2)

Fixons les espaces ou chercher u et p. D’apres la premiere équation de (7.1), il est raisonna-
ble de chercher w dans Hg (£2)¢, muni de la norme || o, et p dans L?(2), muni de la norme
|- [lo,o- Mais p n’est défini que par son gradient, donc & une constante additive pres, lorsque
le domaine est connexe (ce qu'on supposera). En théorie, on fixe la constante en cherchant

p a moyenne nulle, i.e. dans ’espace

L(%(m:{qeﬁ(m;/ﬂqdm:oy

Avec ces espaces, on a une premiere formulation variationnelle

Chercher u € H}(Q)4 et p € L2(Q) tels que:
Vo € HY(Q), oV u, Vo) — (p,dive) = (f,v), (73)
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Vg € L3(Q), (¢,divu) =0, (7.4)

ou ’équation divu = 0 est mise sous la forme (7.4) pour faire pendant au terme (p, divv)
de (7.3). Remarquons que ce probleme admet toujours au plus une solution. En effet, si
f =0, alors en prenant v = u, on trouve Vu = 0, donc uw = 0. Alors Vp=0et p=0.

On peut éliminer I'inconnue p dans (7.3) en prenant les fonctions tests dans ’espace
des fonctions a divergence nulle

V={ve H} () divv =0 dans Q}. (7.5)

Alors on a une deuxieme formulation variationnelle

Chercher u €V tel que:
VveV,v(Vu,Vv)=(f,v). (7.6)

Il est facile de résoudre (7.6) grace au Lemme de Lax-Milgram.

Proposition 7.1 (exercice). Le probléme (7.6) a une solution et une seule u € V' et

1
ulio < Ifl 10 (7.7

Remarque. La dificulté consiste maintenant a faire le lien entre les deux formulations
variationnelles, car rien ne dit que la solution de (7.6) est encore solution de (7.3). Pour
cela, il faudrait retrouver une fonction p. Or pour tout v dans H*(Q2), Av € H~(2); donc
la solution u de (7.6) vérifie —vAu — f € H ()¢ et —vAu — f s’annule sur V. Peut-on
conclure que c’est un gradient? (Noter que la réciproque est vraie: si c’est un gradient,
alors —vAwu — f s’annule sur V). La réponse est donnée par une conséquence du théoreme
suivant, dont la démonstration est difficile.

Théoréme 7.2 (admis). On suppose que 2 est Lipschitzien et connexe. Il existe un
opérateur T € L(L3(2); H}(2)4) tel que

vf e L§(Q), divT(f) = f,

et il existe une constante K tell que

Vi € I3(9), IT(f)lo < &l floa.

Autrement dit, pour chaque pression ¢ € L2(1), il existe une vitesse v € H}(Q)? telle que

1
divv =¢ dans Q et |v|1 0 < EHq 0,9 -
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Maintenant, si v € Hg ()¢ est n’importe quelle fonction qui vérifie dive = ¢ dans €,

d’apres le Lemme de Lax-Milgram, il existe une unique fonction vy € V' solution de
Vw eV, (Vvy,Vw) = (Vo,Vw).
Alors v — vy appartient & I'orthogonal de V' dans H{ ()%
Vi={ve H}(Q)*; Yw eV, (Vv, Vw) =0},
div(v — vg) = ¢,
lv —voli,0 < |vha.

Ceci entraine que I'opérateur divergence est un isomorphisme de V- sur L3(Q) et avec la
méme constante /C,
Yo € VL, ||diveloa > Klv)iq. (7.8)

Enfin, en procédant par dualité et en notant V' le polaire de V:
VO = {feHY(Q) vw eV, (f,w) =0},
on déduit que l'opérateur gradient est un isomorphisme de L3(2) sur VY et
0,0 - (7.9)

Il ne faut pas confondre VO et V1. Noter que d’une part, 'orthogonalité du polaire est

vp € L§(Q), [|Vp|-1,0 > K|lp

prise par rapport au produit de dualité, qui est une extension du produit scalaire de L2(Q2),
et que d’autre part, si v € V1, alors Av € V. Avec I'isomorphisme du gradient, on peut
montrer I’équivalence des deux formulations variationnelles, c’est-a-dire retrouver p tel que
(u, p) vérifie (7.3). En effet, on a précisément que —vAwu— f appartient & V9, donc il existe
un unique p dans L3(€) tel que

—vAu — f =Vp.
Et donc (u,p) est I'unique solution de (7.3). On peut majorer ||pllo.o avec (7.9), mais on
obtient une majoration plus fine en appliquant (7.8). En effet, en appliquant (7.3) (au signe

pres), on a

Vo € HY(Q)?, —(p, dive) = v(Vu, Vo) — (f,v),

et en choisissant v € V1 tel que divv = p, on trouve

1
lpllo.e < =l fll-1.0- (7.10)

e Conclusion. Si 2 est Lipschitzien et connexe, le probleme de Stokes homogene (7.1),
(7.2) admet une solution unique (u, p) € HE(Q)? x LZ(Q) qui satisfait les estimations (7.7),
(7.10).

Lorsque f est plus réguliere, la solution est aussi plus réguliere, mais c’est un résultat
tres difficile.
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Théoréme 7.3 (admis). On suppose que ) est connexe et soit de classe C11, soit polygo-

nal en dimension d = 2 ou polyédrique en dimension d = 3 et convexe. Alors si f € L?(Q)¢,

le couple (u, p) solution de (7.1), (7.2) appartient & H*(Q)? x H(Q) avec dépendance con-
tinue en f.

En dimension deux, si €} est un polygone quelconque connexe et f € L4/3(Q)d, le
couple (u, p) solution de (7.1), (7.2) appartient a ’ X ’ avec dependance
le (u,p) solution de (7.1), (7.2) ient 4 W24/3(Q)4 x WH4/3(Q) dépend

continue en f.

e Le probléme non-homogeéne. La version non-homogene de (7.1), (7.2) est:

Etant donnés f € H-Y(Q)¢, h € L?(Q), g € HY/?(00)¢ et une constante v > 0,
chercher uw € H*(Q)% et p € L2(Q) tels que:

—vAu+Vp=f, divu=h dans 2, (7.11)

u =g sur 0. (7.12)

D’abord, comme pour le probleme de Neumann pour le Laplacien, il faut une condition de
compatibilité entre les données obtenue en intégrant divu dans {2:

/hdw:/ g-ndo. (7.13)
Q o0

Ensuite, on remarque facilement que ce probleme admet au plus une solution. Enfin, pour
se ramener au probléme homogene, on construit un relévement w dans H ()¢ satisfaisant:

divw =h dans Q2 , w=g sur JN.

Pour construire w, on reléve d’abord la trace de wu, i.e. on fixe une fonction u, € H!(Q)?
telle que uy|sn = g. Puis, on pose A = h—divug,. Alors A € L?(1Q2), et on vérifie facilement
que [, Adx = 0; i.e. A € L§(Q). Donc il découle du Théoreme 7.2, qu’il existe uy dans
H} ()% tel que divuy = A. Alors w = uy + u, est bien le relevement souhaité. Posons
Uyg = U — W = U — Uy — Uy, qui est a divergence nulle et appartient a HY(Q)4. Alors le
probleme (7.11), (7.12) équivaut a

Chercher ug € HY(Q)? et p € LE(Q) tels que:
—vAuy+Vp=f+vA(uy+uy), divuy =0 dans Q, (7.14)

up =0 sur 092. (7.15)

Et ce probleme admet une solution unique. Donc, u = ug + ug4 + u) est 'unique solution

de (7.11), (7.12) et comme elle est unique, elle ne dépend pas du choix des relevements.
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e Probleme abstrait avec contrainte. Ceci généralise la théorie des problemes
variationnels abstraits au cas de problemes avec contraintes. Soit X et M deux espaces de
Hilbert de normes respectives || - || x et || - ||ar, de produits scalaires associés (-, ) x et (-, )

et d’espaces duaux respectifs X’ et M’. On se donne deux formes bilinéaires continues
a: XXX—R e b: X xM—IR.

On leur associe les opérateurs A : X — X' et B : X — M’ ainsi que son opérateur dual
B’ : M — X' définis par
Yoe X, Vwe X, (Av,w) = a(v,w),
Yve X ,Yge M, (Bv,q) = (v,B'q) = b(v,q).
La correspondance avec le probleme de Stokes homogene (en ce qui concerne la valeur au
bord) est
X=HO)", X' =H Q) M=M =L3(Q),A=-vA, B=—div, B =V.

Le probleme abstrait qu’on se propose de résoudre se pose d’abord sous la forme suivante

Pour ¢ et x donnés respectivement dans X' et M’ chercher un couple (u,p) dans
X x M solution de
Yo e X, a(u,v) + b(v,p) = (¢, v)
Vg e M, b(u,q) = (x,q) -
La correspondance avec le probleme de Stokes est £ = f et x = h. Comme pour le probleme
de Stokes on définit ’espace V'

(@Q)

V={veX;Vge M, b(v,q) =0} = Ker(B),
son orthogonal dans X
Vi={veX;VweV, (v,w)x =0}

et son polaire

Vi={te X' ;YweV, {{,w)=0}.
Il est commode d’introduire aussi la variété afline
Vix)={ve X;Vge M, bv,q) =(x,q)}.

Alors le probleme (Q) se met sous une deuxieme forme (pas forcément équivalente):

Pour ( et x donnés respectivement dans X' et M’, chercher wu € V (x) solution de
Yo eV, a(u,v) = (¢,v). (P)

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que ces deux pro-

bléemes soient équivalents.
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Théoreme 7.4 de Babuska-Brezzi. Les trois propositions suivantes sont équivalentes:

(i) Il existe une constante 3 > 0 telle que

b
inf sup&Zﬁ- (LBB)
9eM yex ||v] x|lqllar

(ii) B’ est un isomorphisme de M sur V° et

Vge M, ||B'q|lx > Bllqlla avec la méme constante 3. (7.16)

(iii) B est un isomorphisme de V+ sur M’ et
Yo e V1 ||Bullar > Bllv||x  avec la méme constante (3. (7.17)

Démonstration. On montre d’abord I’équivalence entre (i) et (ii) et ensuite I’équivalence
entre (ii) et (iii).

1. Par définition,

b
sup (v,q)

= |B'qllx -
reX ||U||X

Donc (LBB) équivaut a la minoration (7.16). Il reste & montrer que (LBB) entraine que
B’ est un isomorphisme de M sur V. D’apres (7.16), on sait déja que B’ est une bijection
de M sur son image R(B’) et que son inverse est continu. Comme par hypothese, B’ est
aussi continu, B’ est un isomorphisme de M sur R(B’). Donc R(B’) est un sous-espace
fermé de X’. Alors, le théoreme de 'Image Fermée de Banach dit que

R(B') = (Ker(B))’;

mais Ker(B) =V, d’ou le résultat.

2. De maniere équivalente, (7.16) dit que

_ 1
|(B') 1||£(V0;M) < -.
B

Ecrivons la proposition (ii) sous forme duale (donc équivalente): B est un isomorphisme
de (V°) sur M’ et

1B~ caarsvoyy <

|-

C’est exactement la proposition (iii) si on montre que (V)" = V1, ou de maniere équiva-

lente que (V+)" = V°. Soit donc v € X et décomposons v en v = v + z ot v* est la
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projection orthogonale de v sur V+. Alors, si g € (V1), on note § son extension & X'
définie par
Vo€ X, (G,v) = (g,v").

On vérifie facilement que g € V° et [|g||xs = ||g]/(v+) . Donc, la relation g — g est une
isométrie et elle permet d’identifier (V1) et V0. &

Remarque. La condition (LBB) s’appelle condition “inf-sup” de Babuska-Brezzi.

Pour résoudre le probleme (P), il est commode d’introduire 'opérateur de restriction
IT € £L(X'; V') défini pour tout £ € X' par

Yo eV, (II(0),0) = (£,0) .

Théoréme 7.5. Le probleme (Q) est bien posé (i.e. a une solution unique qui dépend

continiment des données ¢ et x) si et seulement si
(i) opérateur I1A est un isomorphisme de V' sur V';

(ii) Ia condition (LBB) est satisfaite.

Démonstration. On démontre seulement la partie suffisante; la partie nécessaire est
laissée en exercice. Supposons que la condition (LBB) soit satisfaite. Alors on peut relever
X: puisque x € M’ il existe un unique u, € V+ tel que

1
Buy =x et [luyllx < ZlIxllar-
Posons uy = u — u,; alors le probleme (P) équivaut a chercher ug € V' tel que
Yo eV, a(ug,v) = (¢, v) —a(uy,v),

i.e. en utilisant I1

II(Aug) = II(£ — Au, ) .

Puisque l'opérateur ITA est un isomorphisme de V sur V', il existe un unique ug € V

solution de cette équation et
1
Juollx < CIII(E = Auy)[lv: < Clll = Auy[|x < C([J€]lx- + EIIAIIIIXIIMI) :
Alors £ — Au € V?; donc il existe un unique p € M tel que
, 1 1
B'p={—Au et []p]p < BW — Aullx/ < B(IWI!X/ + [[Allllwllx) - ¢
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Remarque. Une condition suffisante pour que IIA soit un isomorphisme de V sur V' est
que la forme bilinéaire a soit V-elliptique: il existe a > 0 tel que

Yo eV, a(v,v) > allv]% .

VIII. Approximation interne du probleme de Stokes
e Probleme approché abstrait. Dans tout ce chapitre, on suppose que la forme a est
V-elliptique et que la condition (LBB) est satisfaite.

Soit h > 0 un parametre de discrétisation (destiné a tendre vers 0) et pour chaque h
soit X C X et M}, C M deux espaces de dimension finie. On définit les analogues discrets
de Vet V(x):

Vi =A{on € Xp; Van € My, b(vn, qn) = 0},

Vh(X) = {Uh € Xn; Vg, € My, b(”hth) = <X7Qh>}'

Noter qu’en général, Vi, & V et Vi,(x) € V(x). On discrétise directement le probleme (Q)
par:

Chercher un couple (up,pr) € Xp x My, tel que:

Vop, € Xy, a(un, vn) + b(vn, pr) = (4, vn),

(Qn)
Van € My, b(un,qn) = (X, an) -
De méme, on discrétise le probleme (P) par:
Chercher uyp, € Vi,(x) tel que:
Yup, € V), , a(uh,vh) = <€, ’Uh> . (Ph)

Noter que le probleme (Q},) est une approximation interne du probleme (Q) alors que le
probleme (P},) est une approximation externe du probleme (P). De plus, comme V}, ¢
V, 'hypothese de V-ellipticité sur a n’est pas forcément satisfaite sur Vj. De méme, la
condition (LBB) n’est pas forcément satisfaite sur le couple d’espaces (X, M) et il faut
refaire des hypotheses pour s’assurer que ces deux problemes sont équivalents et ont une
solution.

Théoreme 8.1. On suppose que

(1) la variété Vi, (x) n’est pas vide;

(ii) il existe une constante o* > 0 telle que
Yo, € Vi, a(vn, o) > oF||onll% - (8.1)
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Alors, le probléme (Pp,) a une solution unique uy, et on a l’estimation:

u—unl < @) e v+ P e g 82)

a* " v eVi(x) a* qneMy
Démonstration. L’hypothese (ii) assure 'unicité de la solution et ’hypothese (i) permet
de montrer 'existence. En effet, puisque la variété V() n’est pas vide, on peut relever x:
il existe wy, € X}, tel que
Van € My, b(wn, qn) = (X; qn) -

On pose ugp, = up, — wy; alors, le probleme (P,) est équivalent au probleme homogene

Chercher wugp € Vp, tel que:
Yon, € Vi, alugp,vp) = (£, v,) — a(wp,vy) . (8.3)

C’est un systéme linéaire carré en dimension finie et I'unicité de la solution (qui vient de
(8.1)) entraine son existence.

En ce qui concerne la majoration d’erreur, on a d’une part
Yo, € Vi, alup,vp) = (G o),

et d’autre part

Yoy € Vi, alu,vp) 4 b(vp, p) = (€, vp)
car V;, C X3, C X. Donc

Yop, € Vi, alup, — u,vp) — b(op,p) =0.
Soit wy, un relevement quelconque de x (on peut prendre par exemple celui qu’on vient de
construire). Alors,

Von, € Vi, a(un — wh, vn) =a(up — u,vs) + a(u — wh, vp) = b(vp, p) + alu — wp, vp)
= b(vn, p — qn) + a(u — wp, vp),
pour tout gn € M}, puisque v, € Vj. Prenons v, = up — wy, € V. Lellipticité (8.1) et la
continuité de a et b entrainent que
Vwn € Va(x), Yan € My, o flun — walx < [Ibllllp — gnllar + llalllu — wal[x

et (8.2) s’en déduit grace a 'inégalité triangulaire. &
Remarque. 1l est possible que la constante a* dépende de h; mais pour que le Théoreme

8.1 donne une estimation d’erreur optimale (ce qui est le cas intéressant), il faut que o*
ne dépende pas de h.

L’estimation (8.2) n’est pas toujours facilement utilisable, car elle demande de con-
naitre l'erreur d’approximation de V(x) par Vi, (x). De plus, le Théoreme 8.1 ne donne
aucune information sur 'existence de pj. Pour cela, on a besoin d'une condition (LBB)

discrete.
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Lemme 8.2. On suppose que la condition (LBB) discréte est satisfaite:

b
inf  sup _blon,an) > (" >0. (8.4)

G €M v, e, [|Vnllx [lan || ar

Alors pour tout u € V (x),

: 1ol
inf u—v <(1+-—) inf |lu—w . 8.5
N N PR SR TR (85
Démonstration. Soit u € V(x) et prenons d’abord wy quelconque dans X, (ensuite, wy
sera une approximation de u). En général, wy, ¢ Vj,(x) et donc on le corrige en lui ajoutant
un élément z; de X3, solution de:

Chercher z, € X}, tel que

Van € My, , b(zh,qn) = b(u — wn, qn) - (8.6)

Ce systeme admet une solution unique grace a (8.4). En effet, 'application ¢ — b(u —
Wh,qr) est une forme linéaire sur M}, (elle est forcément continue puique on est en di-
mension finie). Elle définit donc un élément du dual M;. Or I’énoncé du Théoreme de
Babugka-Brezzi et la condition discrete (8.4) entrainent qu’il existe un unique zj, € V;*
solution de (8.6) et de plus

b 1
Baman) o Ly~ wyx

* qnE€EMp ||Qh||M - ﬁ*

1
Znllx < &7
[E2A 3

Prenons vy, = zp, + wy; alors b(vy, qn) = b(u, gn) = (X, qn), donc vy, € Vi (x). De plus

b
o= vl < =l + ol < @+ Ly — (8.7
Donc pour chaque wy, € X, il existe v, € Vj(x) vérifiant 'inégalité (8.7). C’est donc
aussi vrai pour le wy, de X}, qui réalise le minimum de ||u — wy||x, (en ce sens, c’est une
approximation de u) d’ou (8.5). &
Remarque. Ici aussi, il est possible que la constante 3* dépende de h; mais pour que le
Lemme 8.2 (et & son tour le Théoreme 8.3) donne une majoration optimale (ce qui est le

cas intéressant), il faut que 5* ne dépende pas de h.

Théoréme 8.3. Sous les hypotheéses de Vj-ellipticité (8.1) et (LBB) discréte (8.4), le
probléme (Q},) admet une solution unique (up, py), ot uy, est I'unique solution du probléme
(Py) et il existe une constante C' qui dépend de o*, 3*, |la|| et ||b]|, telle que

— — < C( inf — inf — . 8.8
| —un||x + ||p— prllar < (UhnghHu vh!\x+thth!\P qnllnr) (8.8)
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Démonstration. La condition (LBB) discréte (8.4) permet de dire que Vj,(x) n’est pas
vide. Donc l'estimation (8.8) pour u — up, se déduit du Théoreme 8.1 et du Lemme 8.2.
L’existence de pj, et I’équivalence entre les problemes (Py) et (Qf) découlent aussi de (8.4)
et du Théoreme de Babuska-Brezzi. Il reste & montrer ’estimation (8.8) pour p —pp. On a

Vo € Xy, b(vn,p —pr) = —a(u — up,vp),
donc pour tout g, € My,
Von € Xp s b(vn, gn — pn) = b(Vn, qn — p) + b(vn, p — Pr) = b(vp, g — p) — alu — up, vp) -

D’ou
b(vh, qn — ph)
sup ———

< [[ollllp — aqnllar + llallllu — unl[x -
v €Xp thHX

Alors la condition (8.4) entraine que

Bllan = pallar < ollllp = gnllar + llallllu — unl|x -

o 0] all
a

— < (1+ =) inf — + —llu—u . &

Hp thM = ( 3+ )qhth Hp qhHM 3 H hHX

e Analogue en dimension finie. En dimension finie, I’analogue du probleme (Q) ho-
mogene (avec xy = 0) est le double systéme linéaire

Au+Bp=f, Blu=0, (8.9)

ol A est une matrice carrée de IRNYN et B une matrice rectangulaire de IRY-M | la donnée
f est un vecteur de IRYN et les inconnues sont les vecteurs u de IRY et p de IRM avec,
comme cas intéressant, N # M. Remarquons qu’on aboutit & un systeme linéaire qui a
la forme (8.9) lorsqu’on discrétise convenablement le probleme de Stokes. Comme pour le
probleme (Q), on introduit 1’espace

V ={ve R"; Blv =0} = Ker(B").

On ne munit pas forcément IRM™ et IRYN de la méme norme, bien qu’en dimension finie
p )

elles soient toutes équivalentes, de maniere a calquer la situation du probleme abstrait du

chapitre 7. On munit IR de la norme euclidienne || - || et on munit /RY d’une norme notée
[-], qui n’est pas forcément la norme euclidienne. On note [-], la norme duale correspon-
dante, i.e.
U
vf e BY [fl. = sup S0
veRN [U]
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On désigne encore par B l'application linéaire représentée par la matrice B, qui applique
RM dans IRYN muni de la norme duale [-],; donc

Byql.
1B = sup B
S Tl

Alors, application représentée par BY applique IRY muni de la norme [-] dans IR, encore

muni de la norme || - || car pour la norme euclidienne, il est son propre dual; donc
By
1B = sup 1200
veRN [U]

Pour résoudre le systeme (8.9), on fait les hypotheses suivantes:
(i) la matrice A est symétrique, définie positive sur IRY;
(ii) la matrice B est injective.

Comme on est en dimension finie, ces deux propriétés peuvent s’écrire
il existe une constante o > 0 telle que Vo € RY | (Av,v) > afv]?, (8.10)

il existe une constante 8 > 0 telle que Vg € R | [Bql. > Bllq| - (8.11)

La deuxiéme propriété équivaut a dire que B est inversible de IR sur son image R(B),

ce qui entraine en particulier que M < N, et

B—l
ot B = sup LE_0

IB7| <
veR(B) [v]«

| =

Ceci est équivalent aussi a dire que B? est inversible de R(B) sur IRM et

- L - [(B")"'4q]
Bt 1 < Bt 1 — )
1(B") H_ﬂ<M|K )l qg%—ﬁwf—

Mais en dimension finie, il est tres facile de démontrer que
R(B) = Ker(B")™*,

olt 'orthogonal est pris dans IR™ par rapport & la norme || - ||; donc B est inversible de
V+ sur RM et
Yo e V4, |Bt| > Blv]. (8.12)

On retrouve ici les deux propriétés équivalente du Théoreme de Babuska-Brezzi.
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Avec les hypotheses (i) et (ii), on montre facilement que le systeme (8.9) a une solution
unique et on peut découpler le calcul de u et p:

u=A"Y(f—Bp) et 0=B'u=B'A"'(f - Bp),

donc

B'A™'Bp=BtA"f,

et on trouve

p=(B'A'B)'B'A7'f et u=A"'(f - Bp). (8.13)

Le systeme (8.9) est donc entierement résolu, mais il est rare qu'on utilise directement
ces formules car leur calcul est cotiteux. Plutot, on remarque que la matrice B*A™!B est
symétrique, définie positive et donc la premieére équation du systéme (8.13) se préte bien a
une méthode itérative de type gradient. En effet, on sait que résoudre le systéme linéaire

Ax = b, avec A symétrique, définie positive, équivaut a minimiser la fonctionnelle
1
j(’l)) = Q(A’U,U) - (b7 U) :
Donc ici, p réalise le seul minimum de la fonctionnelle
1 t A—1 t A4—1 Lo -1
J(q) = 5(B"A™"Bq,q) = (B'A™" f.q) = 5(A™"Bq, Bq) — (A~ f. Bq).

On peut fractionner ce calcul, en introduisant, pour ¢ donné dans IR™, I'unique solution
v(q) € RN du systeme

Av(q) = f — Byq.
Alors |
J(q) = 5(A7H(f = Av(q)), f = Av(q)) = (A7 f, f = Av(q))
= 2 (Ae(a), o(a)) — 5(f,0(@)) = 5 (A7 f. £ = Av(a)
= 2 (Avfa),vla)) — 5 (A7 £, )
Posons 1
K(q) = 5(Av(q), v(q)) - (8.14)

Alors minimiser J revient a minimiser K puisque le terme restant est constant. Comme .J

a un minimum unique, le minimum de K est aussi unique et p est caractérisé par

K(p) = qehl}%fM K(q) avec Av(q)=f— Bq. (8.15)
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e Probléme de point-selle. On peut aussi trouver (8.14) et (8.15) en interprétant le
systeme (8.9) comme étant un probleme de point-selle. On introduit le Lagrangien défini
sur RN x RM par

1
E(”?Q) = 5(14’1),?}) + (BtU7Q) - (f7 U) :
Théoréme 8.4 (admis). Résoudre le systéme (8.9) équivaut a chercher le point-selle

(u,p) de L:
Yo e RN Vge RM | L(u,q) < L(u,p) < L(v,p).

Ce point-selle est aussi caractérisé par le probleme de Min-Max:

MinvERN( sup £<U7 Q)) = ,C(’U,,p) = Ma’XqERM( ian E(”? Q)) . (816)
g€RM veEIR

Interprétons la premiere égalité de (8.16). Si v € Ker(B?), alors L(v, q) ne dépend pas
de q et

sup L(v,q) = %(Av,v) —(f,v).
qeRM

Et si v ¢ Ker(B?), alors

sup L(v,q) = 00.
geRM

Donc le minimum ne peut étre atteint que si v € Ker(B?) et
) 1
£<u7p) = MlnvEKer(Bt)<§<Av7 U) - (fa U)) .

C’est un probleme de minimisation avec contrainte.

En ce qui concerne la deuxieme égalité de (8.16), on remarque que pour ¢ fixé dans

IRM | Papplication v — L(v, ¢) est une forme quadratique coercive:
1
L(v,q) = Fafo]* = | B'[[[pllall = [fl:[v] — oo quand [v] — oo,
et strictement convexe:
DoL(v,q).h = (Av,h) + (B'h,q) — (f,h) et D2,L(v,q).(h, k) = (Ak,h),

d’ou
D? L(v,q).(h,h) = (Ah, h) > a[h]?.
Par conséquent, elle admet un minimum unique v(q) atteint quand la dérivée premiere

s’annule:

D,L(v(q),q).h =0 cest-a-dire Av(q) = f — Bgq.
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Alors

Donc 1
‘C(uvp) = ManERM (_i(A'U(QL U(Q))) - MianRMK(Q) )
et on retrouve le probleme (8.15), qui est un probléme de minimisation sans contrainte.

Remarque. Le Lagrangien £ n’est pas unique. Par exemple, pour » > 0, on peut le
remplacer par

1 T
Er(”?Q) = 5(14’1),?}) + EHBtUHQ + (BtU7Q) - (f7 U) )

qui a le méme point-selle, car la premiere égalité se ramene a

Er(uvp) = NﬁnvGKer(Bt)(%(‘Av7 U) - (fv U)) :

La fonctionnelle £, s’appelle Lagrangien augmenté; le parametre r sert, d’une part, a amé-
liorer le conditionnement de la matrice A et d’autre part, a résoudre le probleme de min-
imisation dans le cas (qu’on n’étudie pas ici) ou la matrice A est semi-définie positive sur
IRYN et inversible seulement sur Ker(B?).

e Algorithme d’Uzawa. Pour résoudre le probleme de minimisation (8.15), on part d’un
vecteur donné p° € IRM, dune suite de vecteurs (appelés directions) w™ € IRM & choisir,

et on construit la suite de vecteurs p™ € IRM par la formule
Ym >0, p"tt=p" — pmw™, (8.17)
ou le scalaire p™ € IR minimise K (p™ — pw™) par rapport a p:

Km_mm:me_ m.
(p™ = p"w™) = inf K(p™ — pw™)

On obtient des algorithmes différents selon le choix de la suite w™. L’algorithme d’Uzawa,
aussi appelé algorithme de gradient simple, s’obtient en prenant w™ = g™, ou g™ désigne

le gradient de K (p™). Faisons les calculs; on dérive (8.14) et (8.15) par rapport a ¢
Av'(q)-h=—Bh et K'(q)-h=(Av'(q) - h,v(q)) = —(Bh,v(q)) = —(h, B'v(q))

de sorte que
K'(q) = —B'v(q) et K"(q) =—-B"'(q) = B'A™'B.

Posons u™ = v(p™), alors
gm — K/(pm) — _Btum .
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On vérifie facilement que I'application p — K (p"™ —pg™) est coercive et strictement convexe

et a donc un minimum unique atteint au point p™ caractérisé par ‘fl—[p( = 0. Ceci s’écrit

K'(p™ —p"g™)-g™ =0,

d’ol on tire facilement I'expression de p™ avec un développement de Taylor, en utilisant

le fait que la dérivée seconde de K est constante:
O — K/(pm _ pmgm) . gm — K/(pm) . gm _ me// . (gm,gm) ,
d’ou

o= K0 g lg™1*
K. (gm7gm> (Bgm, A—lBgm)

Pour économiser les calculs, on introduit le vecteur auxiliaire z™ défini par
AZ"™ = Bg™.

0 Dlétape de démarrage de 'algorithme d’Uzawa est

Alors, a partir du vecteur p
Au’ = f — BpY.

puis, pour chaque m > 0, connaissant u™ € IRN et p™ € IRM, 1'étape générale est

g" =B,
Az™ = Bg™,
= lg™1? ,
(Bg™, z™)
pmtt = p" = pmg™,

um—|—1 _ um +pmzm

Les vecteurs 2™ et u” sont définis volontairement de maniere implicite, pour indiquer qu’on
n’inverse pas la matrice A, mais qu’on résout le systeme linéaire correspondant. Le cotut
de l'algorithme se mesure au nombre de fois ou il faut résoudre ce systéeme et on voit qu’il
faut en résoudre un a chaque étape, y compris I’étape initiale. Comme la matrice A est
symétrique, définie positive, il y a plusieurs algorithmes pour résoudre ces systemes, par

exemple, Choleski (si IV n’est pas trop grand) ou gradient conjugué.

IX. Approximation interne du probléeme de Stokes

Rappelons que le probleme de Stokes homogene est:
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Chercher u € H}(Q)? et p € L3(Q), tels que
Vo € HY(Q)¢, v(Vu, Vo) — (p,dive) = (f,v), (9.1)

Vg € L*(Q), (¢,divu) =0. (9.2)
On obtient une discrétisation interne en prenant un sous-espace de dimension finie X} de
H}(Q)4 et un sous-espace de dimension finie M;, de LZ(Q):

Chercher wuy € Xy, et pp, € My, tels que
Yo, € X, , V(Vuh, V’Uh> — (ph, div ’Uh) = <f, ’Uh> , (9.3)

th € My , (qh,div uh) =0. (9.4)

La forme bilinéaire est toujours elliptique avec a* = v, constante indépendante de h. Mais
la condition “inf-sup” discrete, qui est vraiment une condition de compatibilité entre les
espaces discrets, n’est pas du tout assurée et il existe des contre-exemples fameux. Les

deux paragraphes suivants donnent des techniques pour la vérifier.
e Vérification de la condition “inf-sup” discrete, cas abstrait.

Lemme 9.1. On suppose que le probléme (Q) vérifie la condition (LBB) avec une con-
stante 3 > 0:

b
Vg e M , sup (v,q)
veEX ||v||X

> Blqlla - (LBB)

Alors, le probléme (Q},) vérifie une condition “inf-sup” discréte avec une constante 3* > 0,
indépendante de h,

b
an € My, . sup (Vn, qn)

> B lqnlla (9.5)
v €Xp, ||vh||X

si et seulement si il existe un opérateur de restriction I, € L(X; X},) et une constante C,

indépendante de h, tels que
Yo e X, [[n(v)]x < Cllvllx (9.6)

Vg, € My, , b(IIn(v) —v,qn) =0. (9.7)

Démonstration. Supposons qu'il existe II;, vérifiant (9.6) et (9.7). Alors,

b b(II
vq}LEMh, sup MZSU M
v €Xp th”X veX HHh(U)HX
b
> sup M

vex [[Tn(v)]lx

1 b(v7Qh) ﬁ
su > = .
C R el = ol
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Donc (9.5) a lieu avec 3* = %
Réciproquement, supposons que la condition (9.5) soit vérifiée. On définit ’opérateur
By, € L(X}, M]) par
Vo, € Xy, Yan € My, (Brvn, qn) = b(vn, qn) -

D’apres le Théoreme de Babuska-Brezzi, on sait que Bj, est un isomorphisme de V. sur
M;] et avec la méme constante 5*:

Von € Vi, |Bronllag, > 6% [lonllx -
Maintenant, soit v € X quelconque. Il existe un unique vy € VhL tel que

vqh € Mh ) b(”h?Qh) = b(”?Qh)?
1 b(v,qn) _ [I8] ol
ho 5* qn €My, HQh”M - 5*

Comme ’application v — vy, est linéaire, on pose I, (v) = vy,; alors 1, € L(X; X},) et I,
vérifie (9.7) et (9.6) avec C' = %i*”. &

Remarque. Le Lemme 9.1 s’utilise principalement pour montrer que la condition inf-sup

|vnllx < 7 HBhvhHM

discrete uniforme est satisfaite. Pour cela, il faut construire un opérateur II; convenable.
Cependant, cette construction est souvent difficile. En effet, en ce qui concerne le probleme
de Stokes, X n’a pas plus que la régularité de H'. Dans le cas d’espaces d’éléments finis,
pour que II; soit stable pour la norme de H', ce qui se traduit par (9.6), il ne faut pas
que ’ensemble des degrés de liberté ¥ fasse appel aux valeurs ponctuelles des fonctions de
son ensemble de définition, autrement dit, il ne faut pas que dom(X)C C°(T). Donc, I,
ne peut étre aucun des opérateurs d’interpolation des exemples (i) a (v) et il faut définir
des opérateurs d’approximation qui régularisent aussi les fonctions. Noter que II; ne peut
pas non plus correspondre a ceux des exemples (vi) et (vii), car ce sont des éléments finis
non-conformes pour lesquels, X}, ¢ X.

Remarque. Bien que ce soit plus rare, le Lemme 9.1 s’utilise aussi pour construire un
opérateur II;, d’approximation qui conserve la propriété (9.7). Dans le cas du probleme
de Stokes, ceci revient a conserver la divergence discrete nulle. Cependant, 1'opérateur
construit ainsi a le grave inconvénient de n’étre pas local, i.e. le support de I, (v) est en
principe tout 2, méme si le support de v est petit. En effet, quand on cherche v, € VhL,
comme dans la démonstration ci-dessus, on résout un probleme de Stokes discret, dont la

solution est répartie sur tout le domaine.

Remarque. La condition (9.5) a lieu si et seulement si il existe une constante v > 0 telle
que pour chaque g, € My, il existe un unique v, € VhL tel que

b(vn,qn) = Yllanllas et flonllx < 5 L lanlar (9-8)
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Il est clair que cette condition entraine (9.5). Réciproquement, rappelons que (-, -) ps désigne
le produit scalaire associé a la norme (Hilbertienne) de M et on suppose que (9.5) est

vérifiée. Alors, pour chaque ¢, € My, il existe un unique vy, € VhL tel que
Vin € My, , b(vn,th) = (qn, th)

qn,th) M 1
sup w1y

vnllx < =2 || Brvnllae <
o] Tl =7

1
<
B B

En prenant ¢;, = g, on trouve (9.8) avec v = 1.

1

e Méthode des macro-éléments pour le probleme de Stokes. On se place dans
le cas du probleme approché (9.3), (9.4) par des espaces d’éléments finis construits sur
une famille réguliere 7;, de triangulations. A l'origine, le principe de cette méthode a été
de vérifier d’abord la condition “inf-sup” localement sur des “petits” domaines et ensuite
de la vérifier globalement sur le domaine entier, mais avec des fonctions plus simples, en
I’occurrence, des constantes. Cependant cette deuxieme étape n’est pas souhaitable ici,
car elle conduit a un opérateur d’approximation II; qui, en général, n’est pas local (voir
la remarque plus haut). Pour éliminer cette étape, on suppose qu’'on a déja un opérateur
intermédiaire, disons P, € L(H}(Q)4; X},) qui vérifie:

Yo € HY(Q)Y, VT € T;,, / div(v — Py (v))dx =0, (9.9)
T

ainsi qu’une propriété d’approximation dans H':
VRS ,Th s Yov € Hl(Q) 5 |'U — Ph(’l))|g7T S CO‘AT h;_z|’l)|17AT y (910)

ou/ = 0 ou 1, Ar est la réunion de T et tous ses voisins, i.e. tous les S € 7 tels que
SNT #( et

SUPgea, s

ag Ar — T -
infsea, 0s

Pour définir P,(v), on a besoin des valeurs de v dans une région plus grande que T car
v n’est pas continue en général, en particulier aux sommets de 7. On peut montrer que
si la famille de triangulations est réguliere, alors chaque A7 a au maximum L; éléments
et un méme élément ne peut appartenir au maximum qu’a Lo réunions Az, ou L et Lo
sont des entiers indépendants de h. La condition (9.9) nous permet de nous restreindre a

I’espace suivant:
Xh:{’uh e X VI €17y, / diV’UhdZEZO},
T

et de lui associer I'espace des pressions discretes a moyenne nulle dans chaque 7"
- . 1
My ={7(qn); qn € My}, ou VT € Ty, 7(qn)|7 = qn — m/ gndex .
T
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Maintenant, on décompose 2 en un nombre fini R de sous-domaines connexes (;

(appelés macro-éléments) composés d’éléments de 7p,:

Pour simplifier, on supposera qu’ils sont disjoints deux a deux, mais ce n’est pas obligatoire,
comme on le verra dans la remarque plus bas. On veut énoncer une condition “inf-sup”

sur chaque €2;; pour cela, on définit les espaces locaux suivants sur €2;:
X5(Q) = {v, € X, ; support(vy,) € Q;} € HL ()2,

My (%) = {dnla, ; @ € My} C LE(),

Vh(Qz) = {’Uh c Xh(ﬂz) ; th € Mh(ﬂz) , / qhdiv 'vhdac = 0},
Q;

Vi (Qs) = {vn, € Xn () ; Yy, € Vi, (), / Vv : Vwyde =0} .
Q;

Avec ces espaces locaux, on définit la condition “inf-sup” locale suivante: il existe une
constante A* > 0, indépendante de h, telle que pour 1 <i < R,

— |6 gndivvy da
inf sup le > A" (9.11)
QhEMh(Qi)thXh(Qi) |vh 17Qi||Qh 0,9;

Si cette condition est vérifiée sur tous les macro-éléments, alors on construit II; en cor-
rigeant P, ainsi:
II(v) = Pa(v) + en(v),

ou

R
cn(v) = Z ch,i(v),

et cp,.i(v) € V1 (€), étendue par zéro hors de €2, est solution de

VQh € Mh<Qz)7 /

qndiv ey i (v) de = / qn div(v — Pp(v)) dx . (9.12)

Q5

Grace au Théoreme 7.4, pour 1 < i < R, l'existence et I'unicité de ¢j ;(v) € f/hi(Qi) est
assurée par (9.11) et on a

|en,i(v)

1, ..
1,Q; < F”le(U - Ph(”)) 0,92; -
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11 est clair que ¢p,(v) € X n, €t comme on a supposé que les €2; sont disjoints deux a deux,

len(v)]1,0 = Z|Ch7,

Donc (9.10) entraine que

on a

)% < —||d1V(v = Pu(v))llo.0-

len ()]s, (\[+C)|v|ma (9.13)

avec une constante C' qui ne dépend pas de h. De plus I (v) vérifie (9.7); en effet, tout
qn € Mj, s’écrit dans chaque T

o
dnh = 4n %= qna ,
T Jr

avec qp € M;,. D’une part, (9.12) entraine que

R
/ gndiv(v — I, (v)) do = ) / Grndiv(v — I, (v)) de = 0,
Q i=1 7%
et d’autre part, d’apres le choix de Py et X n, on a dans chaque 7"

/Tdiv(v — Pp(v))dx =0, /Tdiv cp(v)de =0.

Pour chaque i, application v — ¢ ;(v) définie par (9.12) est linéaire car cp ;(v) est
déterminé de maniere unique et le second membre de (9.12) dépend linéairement de v.
Donc, on a bien IIj, € L(H(Q)%; X},) et d’apres (9.10) et (9.13), on a

|TTp (v)

1,0 < |Ph(v)1,0+ |en(v)]1,0 < Clv)ia,

avec une autre constante C' qui dépend de A* mais pas de h. En conclusion, IIj vérifie (9.6)
et (9.7) et le Lemme 9.1 implique la condition inf-sup. On vient de démontrer le
Théoreme 9.2. Sous les hypotheéses suivantes:

1) Ty, est une famille réguliére de triangulations de §;

2) il existe un opérateur P, € L(H ()% X},) qui satisfait (9.9) et (9.10);

3) il existe une constante A\* > 0, indépendante de h et i, telle que (9.11) soit vérifié
pour tout €2;.

Alors, il existe une constante 3* > 0, indépendante de h, telle que

— fQ dh div Up, dx

inf  sup
nEMn v, eX),

g (9.14)
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Remarque. L’opérateur II; est local a chaque §2; en ce sens que si le support de v est
contenu dans €2; (i.e. v = 0 sur 05);), alors, on peut construire P (v) de telle sorte que
Pu(v) € HE ()% et dans ce cas, la réunion Az est contenue dans €;. Alors ¢j,(v) a son
support dans €; et donc II,(v) a aussi son support dans ;. De méme, si O est la plus
petite réunion de ; contenant le support de v (i.e. v = 0 sur 00), alors cp(v) a son
support dans 9O.

Remarque. La propriété (9.9) dans chaque T', ainsi que les définitions de X, et My, ne
servent que si les §2; ont des recouvrements. S’ils n’ont pas de recouvrement, on peut

remplacer ces conditions sur 7" par les mémes conditions sur chaque €2;.

Remarque. Si les €2; ont des recouvrements, i.e. ne sont pas disjoints deux-a-deux, ce qui
est souvent le cas, on leur associe une partition de Q, {O;}1 | définie par: O; = Q4, puis
de maniere récursive par: O; est la réunion des T dans €2; qui ne sont pas déja dans la
réunion des O; pour 1 < j < ¢ — 1. Noter qu’il est possible que certains O; soient vides.
Puis, on remplace (9.12) par

Yan € My (), /

qndivey ;(v)de = / qn div(v — Pp(v)) dx,

O;
avec ¢, ; = 0 si O; est vide. Alors I’énoncé du Théoreme 9.2 reste valable, sous I’hypothese
que chaque €2; contient au plus L3 éléments T et que chaque T' peut appartenir a au plus
L4 macro-éléments €);, avec des entiers L3 et L, indépendants de h et 1.

e Exemples, approximation discontinue de la pression. On se restreint a la dimen-
sion d = 2, mais les exemples suivants s’étendent facilement a la dimension 3. Dans tout
ce qui suit, on suppose que ) est polygonal, de maniere a le trianguler entierement. On

désigne par 7j, une triangulation de { composée de triangles.
e 1. Soit
My = {qn € L§(Q); VT € Th, aulr € o} (9.15)

Il existe des contre-exemples qui montrent qu’on ne peut pas lui associer des fonctions
continues v, qui sont seulement des polynoémes de degré 1 dans chaque T': elles n’ont pas
assez de degrés de liberté. Il est possible de prendre des polynomes de degré 2, mais ce
n’est pas indispensable; il suffit de bien choisir un espace incomplet de polynoémes de degré
2. L’idée est de choisir w tel que w € IP3 A I'intérieur de chaque T et w -t € IP; sur chaque

coté T’ de T. Par exemple, on peut décomposer vy|r en une somme

V|l = w1 + wy avec w; € Pf , Wy € 11322 , wo - tl7r =0, pour chaque coté T" de T,

ol ws servira uniquement a assurer la validité de la condition (9.7). Pour cela, on prend
P1 =M1z, P2 = N2A3A1 , P3 =N3AiAe,
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et on remarque que pilf, = Pi1|g, =0 et (p1-t1)|f, = A2Az(ng - t1) =0, ot f; désigne le
coté de T opposé au sommet a;; avec des relations semblables pour ps et p3. On définit

Pl (T) = P12 D VeCt{p17p27p3} ) (916)

X, ={v, €C°(Q)?*; VT € Ty, vu|r € PL(T)} N H(Q)?, (9.17)

avec les degrés de liberté dans chaque T’

fi
Remarque. Tout polynéme p de P;(T) s’écrit
3
P=po+ » ip; oipg€IP.
i=1

Mais les polynomes p1, p2, p3 s’annulent aux trois sommets aq, as, ag de T'. Donc
3 3 3
Do = Zp<ai))\i et p= Zp(ai))\i + Z ;P -
i=1 i=1 i=1

Lemme 9.3. L’ensemble Y1 est unisolvent sur Py (T).

Démonstration. Remarquons d’abord que Card(Xr) = dim(P;(7)) = 9. Calculons les
coefficients «;:

3

/p 'n,zda—chy7 /)\jda—i—zaj/pj.nida
i fi j=1 i
_Zpa]

\\

)‘j dO'—l—Oéi/ )\j)\kdO',
1 f’L

d’ou
1

ffi )\]Ak do

= ] = P02~ plaxe) o

On déduit facilement de cette égalité que si p € Py (T) vérifie p(a;) =0 et [ ;P nido=0

pour 1 < < 3, alors p=0. &
Il s’agit maintenant de construire un opérateur d’interpolation II; qui satisfasse les

conditions (9.6) et (9.7) du Lemme 9.1. Mais pour vérifier (9.6), il ne faut pas qu'’il fasse

intervenir les valeurs des fonctions aux sommets des triangles. Le plus simple est d’utiliser
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sans démonstration un 'opérateur analogue a P, qui a servi a démontrer le Théoreme 9.2.

Pour cela, on introduit ’espace classique d’éléments finis:
On = {v, €C*(Q); VT € Ty, , vp|r € P} N H (D),
et on suppose qu’on a un opérateur R;, € L(H}(Q); ©5) qui vérifie une extension de (9.10):
VT €T, Yoe HY Q) , |v—Rn()|er < Coap i 0]k ar (9.18)

pour k=1 ou 2 et £ =0 ou 1. Evidemment, pour k£ = 2, la fonction v est continue et on
peut utiliser I'opérateur d’interpolation de Lagrange standard au lieu de R}, mais on prend
Ry, ici pour ne pas faire d’exception. Avec cet opérateur, on définit d’abord Il (v) € Py (T)
dans chaque T' par
3
Iy (v) = Rp(v)|r + Z a;p; ou «; est choisi pour que / div (IIp(v) —wv)dx = 0.

i=1 T

Or /Tdiv (Il (v) — v)dx = / (I (v) — v) - ndo,

orT

et on trouve facilement qu’en choisissant

1
~ [ Awdo

7]

[ 0= raw) - mido.

i

on a sur chaque coté f; de T',

/(HT(v)—v)-nida:O.

i

Puis, on définit opérateur global I1;, € L(Ha(2)?; X},) par

VT €T, , I,(v)|p = r(v).

Théoréme 9.4. On suppose que la famille de triangulations T;, de Q) est réguliére. Alors
Popérateur 11, € L(H()?; X)) vérifie:

Vv € Hy(Q)?, VT € T , [n(v)l1,r < Clvf1ay, (9.19)
avec une constante C' indépendante de h et T'. De plus, on a toujours,
Yan € My, , / div (ITj,(v) — v)gp dx = 0.
Q
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Démonstration. Soit v € H}(Q2)2. Pour tout g, € My, on a par construction

/Qdiv (Ip(v) — v)gndo = qh/Tdiv(HT('v)—'v) de=0.

TET,

Ensuite, pour montrer (9.19), calculons |II;(v) — v|q 7t

3
Th(v) = vl1r < Jo— Ra(v)lir + D leullps
=1

1,7 -
D’une part,
Ipil1,r = [N k| < Nkl
car n; est constant et de norme 1. Donc
[pil1,r < Cildet(Br)| 2| BEHIA Akl 7
Mais |;\3;\k|1 = C,, constante qui ne dépend pas de T, donc
pil1r < Csldet(Br)["?| BR |- (9.20)

D’autre part

1
ol = T yaeas) @ o) model.
fi 79 i

/ A do = mes("?')/ M dis — ¢y el
mes(f;) J7 ;

i i mes( f;)
[ = Ru(w) - nado] < 2SUD [ 16 B o)de < 6PV 16— Bl
R 1,7
fi mes(f;) Jf; mes( f;) ’
grace au théoreme de trace. Alors
[ (@ Ruw)) - mudo| < 62D jqe(B1) 121 - Buw)3 1
fi mes( f;) ’
+|Br|*|v = Rp(v) 3 )"
Par conséquent,
i < Crldet(Br)| "2 (|lv = Ru(v) 3 1 + hlv = Ru(v)[i 7). (9.21)
De (9.20) et (9.21), on tire
il lpil,r < CsCr|| B [(lv = Ra(0)[§ 0 + hilv = Ra(0)[F 2)'?, (9.22)
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d’ou

|ai||pilir < Csoar(1+0%,)Y |1 Ay,

grace a la propriété d’approximation (9.18). Donc
3
O lailPlpili #)'7? < 3Csoa, (1+02,) " ?[v]1.a, -
i=1

Ceci entraine (9.19) et en sommant sur tous les T', on trouve
1k (v) — v]1,0 < Colv|1,0,

avec une constant Cy indépendante de h, car la régularité de la triangulation fait qu’un
méme élément ne peut appartenir qu’a au plus Lo réunions Arp. &

Conséquence La paire d’espaces M}, et X, définis par (9.15) et (9.17) vérifie la condition
(9.5) avec une constante 8* > 0 indépendante de h.

Corollaire 9.5. Si la famille de triangulations 7T}, est réguliére, I'opérateur 11, vérifie la
propriété d’approximation, pour { =0 oul et k =1 ou 2:

Vo € [H*(Q)n HY(Q))? , Th(v) — v|eo < CRF v

kS -

Démonstration. A partir de (9.18) et (9.22), on montre facilement le résultat pour ¢ = 1.
Si £ = 0, on remplace (9.20) par:

Ipillo,r < 1N Akllo,r < Cldet Br|'/2.

Donc, a la place de (9.22), on a

jailllpillo.r < C(lv — Ru(@)IIf + + P v — Ru(v) [ 1)/, (9.23)

et le résultat découle encore de (9.18). O

Remarque. Il découle de (9.22) et (9.23) que l'erreur d’approximation de I est la méme
que celle de Ry,. Donc on peut améliorer I’énoncé du Corollaire 9.5, en prenant un opérateur

Ry, plus précis. Ceci servira dans ’exemple plus loin.

Remarque. On peut étendre 'argument de dualité a I'approximation du probleme de
Stokes.

Pour compléter 'analyse d’erreur du schéma (9.3), (9.4) avec les espaces (9.15) et
(9.17), il reste a estimer 'erreur de 1'espace M}. C’est facile parce que les fonctions de
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Mj, n’ont pas de condition de raccord aux interfaces des éléments. Il suffit d’approcher la
fonction ¢ dans chaque triangle T' par sa projection orthogonale 77 sur 1Py dans L?(T):

Vg € L*(T) , nr(q) € IPy , /

mr(q) dx = / qdz .
T T

On définit 73, (q) par 74(q)|r = 7r(g|7) et on a bien m,(q) € M), car si [,qdx = 0, on
a Y rer, Jpmr(q)dx = [ qdx =0 et de plus, comme 77 conserve les constantes et est

invariant par transformation affine, on montre par passage a I’élément de référence que

Vge H Q) , |l —mr(9)]lo,0 < Chlglia.

Corollaire 9.6. On suppose que la famille de triangulations 7T}, est réguliére. Si la solution
(u,p) du probléme de Stokes appartient a H?(Q)? x H'(Q), le schéma (9.3), (9.4) avec les
espaces My, et X, définis par (9.15) et (9.17) vérifie I'estimation d’erreur

lu —upl1,0+ |p— pulloe < Ch(lul2,0 + |pl,o) -

e 2. Soit
My = {qn € L§(Q); VT € Tp, qulr € IP1} . (9.24)

Comme pour 'exemple précédent, on doit choisir v dans un espace convenable incomplet
de polynomes de degré 3. L’idée est encore de choisir w tel que w € IP? a l'intérieur de

chaque T et w - t € IP, sur chaque c¢oté T' de T. Par exemple, on peut prendre
'Uh|T = wi + wy avec w; GPQQ , W EIPP’Q , ’w2-t|T/ =0,
ol we sert uniquement & assurer la validité de la condition (9.5). Mais dans le cas présent,

c’est plus facile que pour I’exemple précédent, car le degré des polynomes permet de prendre

pour chaque composante de ws une fonction “bulle”: A;AsA3. On définit
PQ(T) = (PQ D VeCt{A1A2A3}>2 , (925)
Xy, ={v, €CO(Q)*; VT € Ty, vn|r € Po(T)} N Hy ()2, (9.26)

avec les degrés de liberté

Sr={f— fla;),1<i<3YU{fr fda,1§i§3}2u{f|—>/fda:}2.
fi T
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Lemme 9.7. L’ensemble X1 est Py(T) unisolvent.

Démonstration. On a, card(X7) = (6 + 1) x 2 = 14 = dim(P2(7)); donc il suffit de
montrer que si un polynéme p de Py(T) a tous ses degrés de liberté nuls, alors il est nul.
D’une part, comme p|7 € IPZ, alors p|7» = 0, car chaque composante de p a trois racines
sur T7. Donc p = c\1 A2 \3. Mais d’autre part, prda: = 0; donc ¢ = 0. &

L’opérateur d’interpolation correspondant IIy préserve les polynoémes de Po(T'), donc
en particulier les polynomes de IP7. De plus, il est invariant par transformation affine. Il

est donc facile de démontrer que

Vo € [H3(Q)n H(Q)?, 13;1"( v —vpl1.0 < Ch?|vl3q.
Uh h

Nous allons démontrer la condition inf-sup discrete (9.5) par la méthode des macro-
éléments. Remarquons que les fonctions de l'espace X défini par (9.26) appartiennent
A IP] dans chaque T. Donc, on peut prendre pour P, l'opérateur II;, du Théoreme 9.4
construit a partir d’'un opérateur de régularisation Rj plus précis. En effet, on suppose

qu’on a un opérateur de régularisation Ry, € L(H}(Q);04), ot ici
On = {v, €C%(Q); VT € Ty, , vp|r € P} N H (D),
et on suppose que Ry vérifie une extension de (9.18):
VT €T, Ywe HY Q) , |v—Rn()|er < Coap i 0l ar (9.26)

pour kK =1,20u 3 et £ =0 ou 1. D’apres la remarque plus haut, 'opérateur II;, correspon-
dant vérifie (9.9) et (9.26).

I1 ne reste plus qu’a montrer une condition locale comme (9.11). Ici, on peut prendre
Q;, =T, c’est-a-dire, on décompose ) avec les triangles de 7}, ce qui est bien une partition

de €. Puis, on définit les espaces locaux

Xi(T) = {vn = chido)s; c € R?},

Mh(T>:{thlpl;/qhd£B:0}.
T

Remarquons que les fonctions de X, (T') vérifient automatiquement

/diV’UthB:O,
T

puisqu’elles s’annulent sur 7. On démontre la condition “inf-sup” locale en deux étapes.
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Lemme 9.8. Il existe une constante y; > 0, indépendante de h et de T, telle que

— [ qdivyy, dx 1
Vq € IP; sup fT > 717_1||VCI||0,T-
’UhEXh(T) |vh|17T HBT ”

Démonstration. Soit ¢ € IP;; on lui associe v, = cA1A2)\3, ou le vecteur constant ¢ est

a choisir. Or

—/qdivvhd:c:/Vq-vhda: car vplar =0.
T T

Mais Vg est un vecteur constant; donc on peut choisir ¢ = Vq¢:

—/qdivvhda::/ M3 || V|| de,
T T

et

0,7 = [[AM1A2A3Vyq

or < ||Vq

|vn 0,7 -

D’une part, 'inégalité inverse, qui s’applique a v, puisque v, appartient a un espace de
dimension finie, donne

[onl1, < Culdet(Br)[Y2| B | |0n], 4 < Caldet(Br) V2| By ||| on

= Col| Bz wnllor < Coll B[l Va

0,T

0,T -
D’autre part
/)\1)\2)\3|]Vq||2d:1::\det(BT)\/5\15\25\3“%|]2d:&,
T T

et 'application @ — ( fT Ao 5\3¢2 dfc)l/ 2 est une norme sur tout espace de dimension finie
(dont IPy) équivalente & la norme || - ||, 4. Donc

/ M3 || Val[*da > Cs|det(Br)|[Val? - = Cs[|Valsz
T )

d’ou le résultat avec v, = gz &

Lemme 9.9. II existe une constante vy > 0, indépendante de h et de T, telle que

Vg€ HY(T)NLY(T) , llallo.r < 2llBrllla

1,7
Démonstration. Soit ¢ € H(T) N L(T). Alors

= inf = |det(Br)|"/? inf ||g ;
lgllo.r = inf [lg + cllo,r = |det(Br)|"/" inf |G+ cllo 7

< |det(Br)["*[14]l g1 ¢4y, < Caldet(Br)['?|dl, 7 < Cal|Brlllghr,
ot C; est la constante du Théoréme de Deny-Lions appliqué sur T avec k = 0. &
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Théoreme 9.10. Si la famille de triangulations 7}, est réguliére, la paire d’espaces locaux
X, (T) et My(T) vérifie la condition “inf-sup” locale: il existe une constante \* > 0,
indépendante de h et de T, telle que

— [ an div oy, de

Vqp, € ]\th(T) ,  sup

> AN lanllo,r - (9.28)
'vaXh(T) |'vh|1,T

Démonstration. Des deux lemmes précédents, on déduit (9.28) avec

es>n__ 1 mper o mG O &

"2 Bi Bl T2 hr T 20 T oo
Selon les remarques faites plus haut, on déduit la condition “inf-sup” globale de cette

condition locale et du Théoréme 9.2.

Corollaire 9.11. On suppose que la famille de triangulations 7j est réguliére. Alors, la
paire d’espaces My, et X}, définis par (9.24) et (9.26) vérifie la condition “inf-sup” globale
uniforme: il existe une constante 3* > 0 indépendante de h, telle que

— Jo an div vy, de

> 3%|qn

Vg, € My , sup

0,Q -
v €Xp ‘/Uh

1,0

De méme que pour 'exemple précédent, il reste a estimer 'erreur d’approximation
de 'espace M},. On l'obtient en prenant dans chaque triangle T I'opérateur de projection
orthogonale 77 sur IP; pour la norme de L?(T):

Vpe L*(T) , Vg € P, , /(p—WT(p))qd:c:O.
T

Le méme raisonnement (avec IP; au lieu de IPy) donne

Vg € H*(Q), inf |lg—qn

< Ch? .
oM 0,0 > |Q|2,Q

Ce résultat s’étend facilement a la projection orthogonale sur IPy.

Corollaire 9.12. On suppose que la famille de triangulations 7j, est réguliere. Si la so-
lution du probléme de Stokes (u,p) appartient & H3(Q)? x H?(Q), le schéma (9.3), (9.4)
avec la paire d’espaces M}, et X}, définis par (9.24) et (9.26) vérifie ’estimation d’erreur

lu —upli0+ Ip — prlloe < CR*(Julsa + [pl2) -
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e Exemple: approximation continue de la pression.

La pression appartient & L?(£2), donc il est possible que sa régularité soit faible. Mais
rien n’empéche de 'approcher par des éléments finis continus. Les schémas correspondants
demandent moins de degrés de liberté, mais inversement, ils perdent la propriété impor-
tante suivante (dite de conservativité):

VTE’]}L,/divvhda::O.
T

En effet cette egalité n’a lieu que si M}, contient les constantes par morceaux et évidemment,

ces fonctions ne sont pas globalement continues.

3. Elément “mini”. Soit
My, = {qn ECO(Q);VTGTh, qnl|T GPl}ﬂLg(Q). (9.29)

Comme dans le cas des pressions discontinues, on peut montrer par contre-exemple qu’on
ne peut pas associer a cet espace des fonctions continues v, qui soient seulement des
polynomes de degré 1 dans chaque T'. Nous allons voir qu’ici, il suffit de leur ajouter une
fonction “bulle”. On définit

P(T) = Pl @D VeCt{)\l)\Q)\g} 5
et on prend v, dans l'espace
Xp=[{uv, €CO(Q); VT €Ty, |7 € P(T)} N Hyg ()2, (9.30)

muni des degrés de liberté dans chaque T'
Yr=A{f+ fla;); 1§i§3}2u{f»—>/ fdx}?.
T

Remarque. Noter que card(X7) = 8 = dim(P(T)?) et que tout polynéome p de P(T)
s’écrit
3

p:Zp(ai))\i-i—cb ou b= XA M)3 et ¢c= f bdw/ Zp (a;)A

i=1
Cette égalité montre 1'unisolvence de L1 sur P(T)2.

Pour montrer la condition “inf-sup” discrete (9.5), il est commode d’utiliser le Lemme
9.1, donc il faut construire un opérateur d’approximation qui vérifie (9.6) et (9.7). On
reprend 'opérateur Rj utilisé par le Théoreme 9.4 et qui vérifie (9.18), puis on définit

localement 'opérateur d’approximation Il dans chaque 7' par
IIr(v) = Rp(v) +cb
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ou le vecteur constant ¢ est choisi pour que

| @z(o) =)z =0,

c’est-a-~dire,
1
= T hde /T(v — Rp(v))dx .
T

Ensuite, on définit Popérateur global d’interpolation 11, € L(H}(Q)?; X)) par

C

VT € 771 , Hh('v)|T = HT<’U) .

Théoréme 9.13. Si la famille de triangulations 7}, est réguliére, alors 'opérateur Il €
L(H(Q)?; X},) défini ci-dessus vérifie

Yo € Hy ()2 VT € Ty, |TIh(v)|1.70 < Clvliay (9.31)

avec une constante C' indépendante de h et de T'. De plus, on a toujours
Yan, € My, , / qn div(Ily(v) —v)de = 0.
Q

Démonstration. Remarquons que
—/ qn, div(Ilp(v) — v) dx = / Vap - (Ip(v) —v) de,
Q Q

car q, € HY(Q) et I, (v) — v € H}(2)?. Donc

—/QthiV(Hh(’U)—U)dCU: Z /Tth-(Hh('v)—v)d:c:O,

TETh

puisque dans chaque T, Vg € IPg.

Pour montrer (9.31), on va estimer |II;(v) — v|;, r; grace au support de b, on a:
[h(v) = wf1,r < [Ra(v) —vli,r + [le]| [b1,7-

D’une part,
bl < Culdet(Br) Y2 Byl A AeAsly 5

< Coldet(Br)|"?| B,
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car |5\1 5\23\3|1 4 est une constante qui ne dépend que de T. D’autre part,

1 mes
cll = ——— v— Rp(v))dzx|| = / — Ry (v))dx
el = g | 0= Ru(ondal = meAsdw” (v)de|

mes T
< (A 2 - Ames(T)l/Q(/ H'u—Rh('u)HQd:zz)l/2
mes(T) fT )\1)\2)\3 dx T
A 1
< —R
— CSmeS(T)l/QHU h(v) 0,T

Donc

I < Gl Bz llllv = Ru(v) o7

et (9.18) entraine en particulier:

N

é X
[y (v) —v|ir < |Rp(v) —vl1r + g—;Hv — R(v)[lo,r < Cslv]1,a, -

Remarques.
1) Ici aussi, 'opérateur Il est local.

2) En fait on a mieux que (9.31) si v est plus régulier, car (9.18) entraine aussi que
Vo € [HH(@) 0 HAQ)P, [Mh(0) — vlor < Con b tolia,,  (932)

pour k=1ou2et £ =0 ou 1.

Conclusion. Sous les hypotheses du Théoreme 9.13, la paire d’espaces M}, et X} définis
par (9.29) et (9.30) vérifie une condition “inf-sup” uniforme.

Enfin, en ce qui concerne l'erreur d’approximation de l’espace M}, on prend un
opérateur de régularisation semblable a Ry, mais qui n’impose pas les valeurs nulles au
bord. Ensuite, a partir de Ry (p), il est facile d’obtenir une fonction de M}, en posant

R(p) = Fao) = o7 [ Rato)de

Alors Ry, € L(HY(Q) N L2(Q); M},) et a les mémes propriétés d’approximation que Ry,
(mais il n’est pas local). Si la famille de triangulations est réguliere, on a:

Vg € H'(2) N L§(), llg — Ru(@)lloe < Chlaha-

Le corollaire suivant résume ces résultats.
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Corollaire 9.14. Si la famille de triangulations est réguliére et si la solution (u,p) du
probléme de Stokes appartient a H?(Q2)? x H(Q), il existe une constante C indépendante
de h, u et p telle que le schéma (9.3), (9.4) avec les espaces M}, et X}, définis par (9.29) et
(9.30) vérifie la majoration d’erreur

lu —upli,0+ ||p—prlloe < Ch(lulz,0 + [plie) -
X. Un exemple d’approximation non-conforme: le schéma de Crouzeix-Raviart

Soit €2 un ouvert polygonal en dimension 2. On reprend le probleme de Dirichlet pour

le Laplacien, mais avec un second membre plus régulier:

Pour f donné dans L*(Q)) chercher u € H(Q) tel que:
—Au=f dans Q et u =0 sur 0. (10.1)

e Espaces discrets. Soit 7' le triangle de référence et (T, IP;, 3) 'élément fini de Lagrange

de référence de Crouzeix-Raviart, i.e.
iz{fH/ fdo;1<i<3}.
i

Soit 7;, une famille réguliere de triangulations de Q et pour chaque T' € 7y, soit (T, IP;, ¥7)
I’élément fini de Lagrange affine-équivalent a (T, P, f]) On désigne par I';, ’'ensemble de
tous les segments de 7;, et par I'g, le sous-ensemble de I', des segments de 7, qui se
trouvent sur 0€2. Soit

X, ={v, € L*(Q); vplr € P, VT €T,

vy, est continue au milieu du segment T, VI" € T, },
Xon = {vn, € X} ; v, = 0 au milieu du segment 7", VI" € To, } .

X}, est obtenu en assemblant cote a cote les éléments (T, I[Py, Xr) et en prenant le méme
degré de liberté sur chaque segment 7" de I'y,; X, est obtenu en prenant en plus le degré
de liberté nul sur chaque segment 7" de T'yp,.

Remarques.
1) X}, n'est pas contenu dans H'(2) et X, n’est pas contenu dans H} ().
2)SiT" ¢ Top, on a

VUhEXh,/ [Uh]dO':O,

car v, € IP; et vy, est continu au milieu de 7”. De méme, si 77 € T'gp, on a

\V/thXOh,/ Uth'ZO,

’
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car v, = 0 au milieu de T". Ces propriétés sont fondamentales. On les nomme “patch-test”.
L’extension du “patch-test” a des éléments de degré k > 1 est

VT' € Top, Vg € Py 1(T") / vp(o)g(o)do =0

’

VI" € Ty \Ton, Vq € Pk_l(T')/ [vp](0)q(o)do=0.

’

Probléme discret. Pour approcher (10.1), on prend la forme bilinéaire

Yuy, € Xh, Yoy, € Xy, , ah(uh,vh) = Z / Vuy, - Vo, dx .
TeT), T

Le probleme discret est

Chercher wuy, € X, tel que

VUh c XOh , ah(uh,vh) = (f, Uh) . (10.2)

Ce probleme a une solution unique. En effet, c’est un systeme linéaire carré en dimension
finie (la dimension de Xop). Si up est solution du systéeme homogene associé, alors en
particulier ap(up,up) = 0, donc uy, est constant dans chaque 7. Mais comme uj, = 0 au
milieu des segments frontaliers de 7}, alors u;, = 0 dans chaque T ayant un c6té sur la
frontiere. De proche en proche, la continuité de u; au mulieu des cotés entraine que up = 0
dans chaque T de 7.

Conséquence. L’application vy, — ap, vy, vy )Y/ ? est une norme sur Xop,. On la note |vp|1 1
9 0 I

\Uh|1,h = ah(?fh,vh)l/2~

Par la suite, on aura besoin d’une inégalité de Poincaré pour les fonctions de Xgy,.
Comme elles ne sont pas dans Hj (), il faut faire une démonstration particuliere. Il existe

plusieurs démonstrations. La Proposition 10.2 en donne une qui utilise le résultat suivant.

Lemme 10.1. Si Q est lipschitz, il existe un opérateur T € L(L?(Q); H'(Q)?) tel que
Vf e L3(Q), divT(f) = f dans Q,
et il existe une constante C' telle que

vf e L*(Q), |T(f)

1,2 <C|fllo,a-

Démonstration. La démonstration est beaucoup plus facile que celle du Théoreme 7.2,
car on ne demande pas que T (f) s’annule sur 9f). Mais puisqu’on ’a, autant 1'utiliser. On
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fixe une grande boule B telle que Q C B et |B\ Q| > 0. Puis, on étend f par une constante
c dans B\ Q, ou c est calculée pour que la fonction étendue f appartienne LZ(B):

- [ faa= [ piwtep\al.

1
c——i‘B\@/Qfd:c

Alors, on prend T(f) = T(f), ott T est 'opérateur du Théoreme 7.2 dans B et on a

Donc

IT(Hlhe = IT(NHlhe < IT() I Fllo, < Cs ¢

Proposition 10.2 (Inégalité de Poincaré discrete). Si la famille 7}, est réguliére, il
existe une constante C', indépendante de h, telle que

Yo, € Xon , (10.3)

Démonstration. On raisonne par dualité, en écrivant:

Jovng de

sup
geL?(2)

Puis, on définit w = T(g); alors divw = g, |[w|/1.0 < C|lgllo.q et

/vhgdw:/vhdivwdw: Z(—/
Q Q

Vvh~'wd:13—i—/ (w-n)v,do).
TeT), T
Considérons cette derniere intégrale. Comme w € H'(£2)?, la restriction de w-n sur chaque

oT

segment de I', a un sens et si 17 et T5 sont deux triangles adjacents intérieurs, de coté
commun 77, w -n; = —w - ny pp sur T’ car la normale change d’orientation entre T} et
T5. Fixons une orientation de la normale sur 7", par exemple, prenons ’orientation de 71

et notons [v,] le saut de vy, a travers 77 dans cette direction:

[on] = ()|, — (vn)|y) |77 -

Alors la contribution de 7" & la somme Y ;o7 [ (w - 1) vy do est

| w miun)do.

Donc

/ vpgdx =
Q

/Vvh wdx + Z / w - n)v,] do + Z / w - n)v, do .

TeT, T’e€Tp\Ton T'elon
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Soit T" un segment intérieur et soit @ son point milieu (le calcul est semblable et plus facile
lorsque 7" € Tgp). Alors, d’apres la remarque ci-dessus, on a pour toute constante c:

lo, 77 I[vn — vn(a)]llo,7 -

(10.4)

| T/('w~n)[vh]da\:| T/('w~n—c)[vh—vh(a)]da\§Hw'n—c

D’une part,

[[vn — vn(@)]llo,7r < |lvnlr, — vn(@)llo,zr + lvn|z, — vi(a)llor -

Pour simplifier, posons z;, = vp|r, — vp(a); donc zp(a) = 0. Comme on peut supposer que
7’| =1, 0on a

_ |TI|1/2

1znllo,7- 12]]g 7 -

Mais Z appartient a un espace de dimension finie qui ne dépend pas de h, sur lequel toutes

les normes sont équivalentes. De plus I'application Z — |Z|; + est une norme sur cet espace,

car si |Z|; 7+ = 0, alors 2 est une constante et comme 2(a) = 0 , cette constante est nulle.
)

Donc

lznllo.r < C1|T'[V?|2], 7 < Co|T'[*2|| Br, ||[det Bry |2 2n]1.0y < Coory | T[22 11, -

D’ou
o = vn(@)llo,zr < Co|T'[*? (o, |vn

17T1 + UTQ |Uh|1,T2) . (105)

D’autre part, posons w = (wj,ws) et prenons ¢ = ¢-n avec ¢ = (¢1,c¢3) ou ¢; est la

moyenne de w; sur 77 (le choix de T} est arbitraire, on peut prendre 75 si on préfere):

1 1
T1| Jr, |T| J7

Alors, en appliquant le théoreme de trace sur T’, on a

A~

lw-n —cllor < llw = ellog <T@ — &g 7 < Col TV ([0 — & 5+ [

1T>

Mais
Hﬁ’ - é”o,T < C(4"'JAU|1,T7

car 'application w; +— w; — ﬁ fT w;dx s’annule sur les constantes. Donc
lw - n = cllor < CalT'|V?|det Bry | /2| By, w7, < Cs|T'|Y?0r, |wlyzy . (10.6)

De (10.4)—(10.6) on tire:

| | (w-n)[v]do| < Coor, [T'|(or, |vn|1,m, + or, |vn]1,1) w17, -
T/

96



Si T" € T'gp, on a la méme expression avec un seul triangle T au lieu de deux. Donc, en
sommant sur tous les segments T”, en utilisant la norme discrete et la régularité de la

triangulation, on trouve

| Z/ w - n) vy, do)| < Crh|vp|iplwlia - (10.7)
TeTy,
Par conséquent,
\/vhgdaz <
Q
d’ou le résultat. O

Corollaire 10.3. Si la triangulation 7, est réguliere, la solution uy de (10.2) vérifie
I'inégalité de stabilité
[unfi,n < Clifllo,a,

ot C est la constante de 'inégalité de Poincaré (10.3).

Théoréme 7.4 (estimation d’erreur). On suppose que 7T}, est réguliére et que la solu-
tion u de (10.1) appartient a H?({)). Alors, il existe une constante C, indépendante de h
telle que

[u —up|1,n < Chlulz,0.

Démonstration. On a
Yo, € Xon , ah(uh,vh) = (f, Uh) = (—Au,vh) .

Donc

‘v’vh € Xon , ah(uh,vh) / Vu - Vo, dx —/ @Uh dO')
TET or On

En comparant avec (10.7), et en prenant w = Vu € H'(Q)?2, on trouve immédiatement:

Z/ —Uhd0‘<01

TeT

ou C est la constante de (10.7). Par conséquent, on peut écrire:

Yoy, € Xon, |lan(up —u,vp)| < Ch

Il ne reste plus qu’a intercaler dans cette formule un interpolé convenable de u, ITj,(u) €

Xon, et prendre v, = up — I (u):

lup, — g (u)]1,n < Ju— T (u)

h‘u|2,ﬂ7
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d’ou
lu—un|i,p < 2|u—Hp(u)|p + C1hfulzq.
Pour conclure, il faut estimer I’erreur d’approximation dans Xo;,. Comme u € H?(Q), alors

u € C°(Q), et on peut prendre I'opérateur d’interpolation de I’exemple (vi). Il est invariant

par transformation affine et préserve les polynémes de IP;. Donc dans chaque T’

\u — HT(’UJ)|17T S CQUThT|U

or et |u—TIIp(u)|1,n < Coohlulzq,

ouIl;, € L(H?*(2); X},) est I'opérateur global correspondant a I (noter que Iy, (u) € Xop).
¢
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